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ladera die Untei-zeicimeteu eine deutsche Bearbeitung von John 
Perry's Buche „The Galculus for Engineers" den lernenden und lehren- 
den Technikern Deutschlands vorlegen, vollenden sie einen Plan, 
welcher sie mehrere Jahre hindurch beschäftigt hat. Es reicht näm- 
lich die Idee der Verdeutschiuig dieses Bnches zurück in die Jahre, 
als im lebhaften Austausche der Meinungen die Fragen der Orga- 
nisation des mathematischen Hochschulunterrichtes zwischen den be- 
teiligten Kreisen diskutiert wurden. Wenn es damals nicht immer 
leicht war, zum imierm Ausgleich der Meinungen zu gelangen, so ist 
ein Grund hierfür oft genannt. Wir Deutsche waren eben nicht so 
glücklich, wie z. B. unsere Nachbarn im Westen, führende Geister 
zu besitzen, welche zugleich im Lager der Techniker, wie in dem der 
Mathematiker die Anerkennung besafsen. Sie hätten uns vermöge 
ihrer Erfahrung und Einsicht sogleich den richtigen Weg gewiesen. 
So aber waren bei uns die Wissenschaft der Technik und diejenige 
der Mathematik jede gesondert von der anderen gewachsen mid gi'ofs 
geworden; und als ihre nahe Beziehung und die Zeitverhältnisse ein- 
mal zu einer Aussprache trieben, da konnte es nicht fehlen, dafs jede 
mit dem stolzen Bewnfstsein ihrer Kraft und GrÖfse ihr Wort führte, 
dafs sie aber leider das Verfehlen des gemeinsamen Weges mit dem 
Verlust des Gemeinschaftsgefühles büfsen mufsten. 

Alle, welche an jener Periode ■ der Aussprachen Interesse ge-^ 
nommen haben, werden die ■'Überzeugung gewonnen haben, dafs in 
letzterer Beziehung die Schaffung des . Wandels höchst erwilnscht 
^vare, .und. -dafs. '.insbesondere, die Lehrorganisation der technischen 
HödiscliuleH' , vqii den Folgen ■ widersprechender Meinungen befreit 
werden. müsse." ■■ Da hat es erstlich ^Iwaa wir hier nur nebenher er- 
wähnen,- nicht -'an ganz Eadikalen .gefehlt, welche darauf hinzielten, 
die Mhere Maffiemaäl: überhaupt von. den Hochschulen zu verbannen; 
doch haben diese im A'^erein deutscher Ingenieure unmittelbar ihre ge- 
rechte Zurückweisung erfahren. Vor aUera aber wurden zahlreiche Stim- 
men laut, welche den üblichen mathematischen Ho ehsehulimter rieht 
nicht frei hielten von bedenklichen Schäden. Es wurden Umwandlungen 
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der Lehrmethode und der Stoffauswahl in den mathematischen Vor- 
lesungen gefordert, welche dem vornetmlichsten Zwecke unserer Hoch- 
schulen, der Bildung der für die grofse industrielle Praxis al^ökrlicli 
nötigen Ingenieure, mehr dienlich sein sollten als bisher. Es ist ferner 
nicht nur aus dem Lager der Mathematiker, sondern auch naraenthch 
von den führenden Ingenieurtr eisen wiederholt die Forderung betont, 
die Mathematik müsse als Wissenschaß im Organismus der Hochschule 
noch ganz anders als bisher zur Geltung kommen. 

Die BemUhui^en der Unterzeichneten haben sich nun zunächst 
der ersteren Frage zugewandt, nämlich der Sorge um die Ausbildung 
der weitaus überwiegenden Zahl studierender Techniker, welche nach 
Absolvierung ihrer Studien für den Eintritt in die Praxis wohl vor- 
bereitet sein wollen Für diese Studierenden haben die Vorlesungen 
über höhere Mathematik lediglich den Zweck, als Vorbereitung su 
dienen fiir das Verständnis der weiter folgenden technischen Vorle&imgen, 
in erster Linie derjenigen über technische Mechanik, dann aber auch 
über D am pfm aschin entheorie, Elektrotechnik, Brückenbau n. s. w. Dafs 
der Lehrer der höheren Mathematik in den diesem Zwecke dienenden 
Vorlesungen seinen Zuhörern jede mögliche Erleichterung der Auf- 
fassimg zukommen lassen wird, ist eigentlich selbstverständlich. Er 
wird sich auf das Notwendige beschränken, der abstrakten Formu- 
lierung seiner Sätze, wo es irgend angeht, au Gunsten einer geo- 
metrisch anschaulichen Darstellung entsagen, sowie überhaupt seinem 
Gegenstande die elementai-ste Seite abzugewinnen suchen, welche mit 
dem wissenschaftlichen Charakter desselben noch vereinbar ist. Der 
Lebensnerv des Dozenten hängt viel zu sehr am Lehrerfolge, als dafs 
eine Abweichung von jener Richtschnur eine häiifiger hervortretende 
Erscheinung werden konnte. 

Aber es wurde die Forderung laut: „Das sei nicht einmal genug, 
der Maihffmatiker solle seine Beispiele dem Ideenhreise des Teehnikers 
entnehmen imd an diesen seine matkemaHsclmt Überlegungen -einfithren." 
Einiges läfet sich ja iu dieser Hinsicht leicht erreichen. Bei den 
Grundbegriffen „Variabele", „Funktion", „Differentialqabtient" wird 
man an mechanische oder sonstige physikalische Vorginge anknüpfen, 
bei den Anwendungen der Differentialrechnung auf die KniTen- 
geometrie wird man bei der Kjurvenerzeugung solche Mechanismen 
gern bevorzugen, welche den künftigen Maschinenhauei- interessieren, 
in der Integralrechnung wird man vom statischen Moment und 
vom Trägheitsmoment handeln u. s. w. Man wird femer, wo es an- 
geht, kinematische Modelle, Integraphen, Planimeter u. s. w. in der 
Vorlesung demonstrieren, um die unmittelbare Umsetzung mathc- 
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mafciecher Vorstellungen in mechanisch greifbare Wirklichkeit dar- 
zuthun. 

Aber auch so bleibt noch gar zu leicht eiae, wie wir glauben, 
tiefgehende Lücke zwischen der Vorlesung über Differential- und 
Integralrechnuag und der nächst benachbarten Vorlesung über tech- 
nische Mechanik. Und mancher Studierende, der vielleicht noch mit 
Muhe der mathematischen Vorlesungen Hen' geworden war-, konnte 
die Kluft nicht mehr recht überwinden und war seinem eigentlichen 
Studienziele durch die mathematischen Vorlesungen mehr entfremdet 
als zugeführt. 

Wir glauben, dafs hier der eigentliche tfrund der eingangs er- 
wähnten Mifsstimmung zwischen den Technikern und den Mathe- 
matikern zu suchen ist. Wir sind nicht im Zweifel, dafs dieser Grund 
ein gerechter ist, und dafs alles aufgeboten werden mufs, um Abhilfe 
zu schaffen. 

Die wahre Lösung kann natürlich nur in der Aufhebung jener 
Entfremdung zwischen der technischen und der mathematischen 
Wissenschaft liegen, von der wir schon anfangs sprachen, über die 
Art, wie man dieses Ziel anstreben könnte, mögen ims am Schlüsse 
noch ein paar Andeutungen gestattet sein. Dieselben betreffen die 
Fragen der wissenschaftlichen Weiterentwicklung der technischen Hoch- 
schulen; wir dürfen in dieser Hinsicht erst von der Zukunft Früchte 
■und Erfolge erhoffen, für d^ augenblickliche Lehrbedürfnis an den 
Hochschulen sind uns einstweilen andere Bahnen gewiesen. Da liegt 
es näher, den schon eingeschlagenen Weg des Entgegenkommens zu- 
nächst noch weiter zu verfolgen und die Vorlesungen über Differential- 
und Integralrechnung noch weit mehr auszukleiden mit Beispielen aus 
dem Interessenkreise des angehenden Technikers. Manche Bitte um 
Beihilfe wird in dieser Hinsieht seitens der Mathematiklehrer an ihi-e 
technischen Kollegen gerichtet sein. Aber wir glauben mit der Mei- 
nung nicht fehl zu gehen, dafs die Ausbeute in dieser Hinsicht doch 
eine recht magere geblieben ist. 

Hier ist nun die Stelle, wo unser lebhaftes Interesse an Perry's 
Werke „The Ocdculus for -Mngitleers^' eingesetzt hat. Es kommt 
hierbei nur nebensächlich in Betracht, dafs Pen-y, selber Techniker, 
sich die richtige Würdigung der höheren Mathematik als einer „grmid- 
legendm Hüfsmssenschaft" der Technik bewahrt hat, und dafs er 
in dieser Hinsicht manches goldene Wort zur Beherzigung für den 
angehenden Techniker in seinem Buche ausspricht. Auch darauf 
würde nicht das Hauptgewicht zu legen sein, dafs Peii-j' in der That 
eine bewundemngs würdige Lehrgabe besitzt und seine ( 
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YI Vorwort. 

in anregender Frische selbst solchen Lesern oder Zuhörern mund- 
gerecht zu machen weifs, welche sonst yielleicht mathematischen Über- 
legungen wenig geneigt sind. Ist es ihm doch sogar mit grofaem 
Erfolge gelungen, in Abend Vorlesungen, die für Arbeiter bestimmt 
sind, mathematische Gegenstände zu behandeln, die durchaus über die 
Elemente hinan sgreifen*). Das Ausschlaggebende war vielmehr für 
uns die überreiche Anzahl von Beispielen, die dem Gesichtskreise des 
Technikers entnommen sind, die Methode, überall vom konkreten Bei- 
spiele aus den mathematischen Gedanken entstehen zu lassen, die 
innige Durchdringung der mathematischen Überlegung mit ihrer Ver- 
wertung bei der Behandlung technischer Probleme. Wir brauchen an 
dieser Stelle dem Buche selber nicht vorzugreifen. Schon beim Durch- 
blättern wird der Bauingenieur, der Elektrotechniker, der Maschinen- 
bauer zahlreiche Stellen finden, bei denen sein Interesse mit dem- 
jenigen des Mathematikers Hand in Hand geht. So glaubten wir in 
Perrys Buch die Ausfüllung der Lücke gefunden zu haben, welche 
die mathematischen Vorlesungen an den Hochschulen zu isolieren 
drohte! 

Wir wollen damit nicht sagen, dafs in unserem Buche jener 
Königsweg gefunden sei, welcher das Erlernen der Differential- und 
Integralrechnung ohne jede Anstrengung gestattet. Wir meinen über- 
haupt nicht, dafs nun Perrjs Weg für die mathematischen Vor- 
lesungen an unseren Hochschulen ein für alle Mal und aus seh lief such 
vorbildlich sein soll. Sind es doch Perrys eigene Worte, dafs sein 
Buch die strengeren Darstellungen der höheren Analysis keineswegs 
überflüssig machen solle. Auch hier dürfte wieder die goldene Mittel- 
strafse die richtige sein: Unsere maihemaiischen Vorlesungen mögen 
sich, ohne ihren wissensckafüicken GrundcharaMer dranzugeben, dem 
Standpunkte und der Methode Perrys thiinlichst weit annähern. Der 
Studierende aber wird im Anschlufs an die mathematischen Vorr 
lesungen, vielleicht auch als Vorbereitung zu denselben, durch das 
ausführUche Studium von Perrjs We^e die wesentlichste Pördening 
gewinnen; denn das ist uns, wie .'schon bemierkt, nicht zweifelhaft, 
dafs er in diesem Buche das beste'.. Bindeglied findet, um seine er- 
worbenen mathematischen Kenntnisse nutzbringend in den späteren 
Vorlesungen zu venvei-ten. 

Allerdings mufs zugestanden .werden, dafs durchaus nicht alle 
Teile von Perrys Buche für die Studierenden der ersten Semester 

*) Practical MathemaUcs, Suminary of ais leoturea delivered to working 
meu by Pi-ofeasor Jolin Pei-ry, London 1890 (printed by Wyman a,nd Sons, 
London), 
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gerade diese Entwicklungen machen das 

alteren Studenten, ja auch für den here t 

gefiiear höchst wertvoll. Gar zu leicht jfl 

TOrhandenen mathematischen Kenntnis e 

Solchen Lesern wird, wenn sie spät 

Perry wie gerufen kommen; denn ei 

mittelt ihnen innerhalb des Gesichtekre s 

matischen Hilfsmittel, ohne die sie nicht au kommen konn 

Dafs in unserem Buche die volle St nge den math m t h 
Begriffsbildungen und Deduktionen kein w b ab 1 1 gt wa 11 
wir doch noch ausdrücklich für solch Ktk aupeln Ih 
geneigt sind, auf diese Strenge immer und unter allen Umstanden 
das Hauptgewicht zu legen. Einige Stellen, welche von Bedenken 
nicht frei waren, haben wir bei unserer Bearbeitimg ändern dürfen, 
wozu uns der Herr Verfasser in sehr dankenswerter Weise die Er- 
laubnis erteilte. Einen weitgehenden Gebrauch aber haben wir von 
dieser Erlaubnis nicht zu machen gewagt. So bleibt denn auch in 
der nachfolgenden Darstellung raauche Stelle bestehen, bei welcher 
die strenge mathematische Überlegung vielleicht erst in längerer ab- 
stiTikter Betrachtung den Boden sichern und ebnen könnte, über die 
jedoch unser Buch mit naiver, aber deshalb um so frischer wirkender 
Sorglosigkeit hinweggeht. Wir halten das in einem für Ingenieure 
bestimmten Buche, ja selbst hie und da auch bei Vorlesungen au 
technischen Hochschulen für unbedenklich. Aber freihch gilt dabei 
als selbstverständliche Voranssetzui^^ , dafs der Vortragende selbst 
mit vollem Bewnfstsein gelegentlich den unstrengen Weg geht, und 
dafs er seine Aussagen für sich selber jederzeit in strenger Über- 
legung zu kontroheren imstande ist. Dieser Fordemng entspricht der 
anerkannte Ginindsatz, dafs die mathematischen Vorlesungen an den 
technischen Hochschulen in die Hand eines geschulten Mathematikers 
gehören und nur dann einem Techniker übertri^en werden dürfen, 
wenn derselbe zugleich ein geschulter Mathematiker ist. 

Dafs letzteres bei uns in Deutschland mit der Zeit erreichbar 
sei, haben wir schon oben als wünschenswert hingestellt. Möchte 
sich in Deutsehland die technische Hochschule zu einer wahren „Uni- 
versitas" der Technik entwickeln, indem sie alle Wissenszweige, die 
ihrem inneren Charakter nach ihr angehören, in ihrem Organismus 
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Blu- Entfaltung himgt Dahm gehört die MeehaEik nicht nur in dem. 
umfange, wie sie gegenwirtig der grofsen Menge der Studierenden 
übermittelt wird sindem m allen Teilen ihrer reichen Gliedenmg 
und in ihrei höchst inteiessanten geschichtlichen Entwicklung. Dahin 
gehören abei auch alle jene Disziplinen der höheren Mathematik, 
^velehe mit dei Mechanik verwandt sind. So darf die mathematische 
Wissenschaft nicht nur an unseren Universitäten, wo sie in hoher 
Blüte steht sondern luth m den technischen Hochschulen ihr Bürger- 
recht verlangen M< ehte es ddhin kommen, dafs die Mathematik auch 
an den technischen Hochschulen nicht immer nur unter dem Gesichts- 
punkte de& Utilitansraus, dieses Totfeindes aller freien Wissenschaft, 
betrachtet werde Mochten unsere Hochschulen die Worte Walther 
Thomson's 1 eheizigen die uns Perry in dem Satze vermittelt, „that 
tliere is iio useful mathematical weapou, which an eiigineer may 
not leai'n to use" 



Die llerausgebei'. 
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Höliere Analysis für IngeBieure. 



Einleitung. 

1, Der Ingenieur hat gewöhnlich keine Zeit für eine weitgehende 
mathematisclie Ausbildung — was sehr zu bedauern ist — und die- 
jenigen jungen Ingenieure, welche eine solche Auabildimg genossen 
haben, können in ihrem Berufe aus ihren mathematischen Kenntnissen 
nicht immer Nutzen ziehen. Solche Leute werden, so hoffe ich, das 
vorliegende Buch brauchbar finden; nur dürfen sie nicht dem Vorurteil 
anheim fallen, dafe sie bei dem elementaren Charaister des Buches 
bereits alles zu wissen vermeinen, was dasselbe zu lehren imstande ist. 

Übrigens schreibe ich in erster Linie für solche Lesei", welche 
nur eine geringe mathematische Schulung besitzen, die jedoch bereit 
sind tüchtig zu arbeiten, um zu lernen, wie die höhere Änalysis bei 
den Problemen der Technik zur Verwendung kommt. Ich bin der 
Meinung, dafs ein guter Techniker nur die Prinzipien der höheren 
Analysie zu kennen braucht, diese aber sollte er in der That sehr 
gut kennen. 

2. Es wird angenommen, dafs der Leser die Elemente der 
Mechanik kennt; ebenso mufs er, falls er die elektrischen Aufgaben 
behandeln will, die Elemente der Elektrizitätslehre kennen. Eine 
von praktischem Sinne hegleitete Kenntnis der wenigen Grundthat- 
sachen ist das, was erforderlich ist. Eine solche Kenntnis aber er- 
wirbt man sich selten durch blofses Lesen oder Hören von Vorträgen, 
man mufs daneben einfache praktische Versudi£ anstellen und leichte 
mimische übungsoMfyaben durchführen. 

Betreffs der Mechanik würde ich gern sehen, wenn der Leser die 
Gegenstände kennt, welche z. B. in den grundlegenden Teilen meiner 
Bächer über „angewaitdk Mechanik"*) und über die „Bamipf- imd 
Gasmaschine'**') entwickelt sind; d. h. ich nehme an, dafs er die Grund- 

*) J. Perrj', Applied Mechanios, London 1897 (Cassell & Co.). 
"'*) J. Perry, The Steam- and Gas Engme, London 1897 (CaBBell k Co.). 
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2 Einleitung. [2 

gesetze z. B. über das Biegungsmomeiit eines BafkeuB, über die von 
Kräften geleistete Arbeit, über Wirkungsweise einer Wärmeljraft- 
masebine u. 8. w. tennt. Vielleicbt wird ihn das vorliegende Bucb 
veranlassen, sich Kenntnisse dieser Art zu veraebaffeD. Ich wähle fast 
alle meine Beispiele aus der Technik, und wer diese einfachen Bei- 
spiele wirklich durcharbeitet, wird finden, dafs er damit das meiste 
von der theoretischen Seite des Ingenieurwesena kennen gelernt bat. 
3. Ich kenne Leute, welche höhere mathematische Prüfungen ab- 
gelegt haben, die jedoch bei praktischen Arbeiten die gewöbnliehaten 
Formeln der technischen Handbücher, wenn irgend möglich, meiden. 
Glaubt ein Studierender auch ein guter Mathematiker zu sein, so 
sollte er sich gleichwohl in der Durchführung numerischer IXechnungen 
üben, 7,. B. mit Hufe einer Logarithmentafel den Wert von «* finden, 
wenn a und & irgend welche Zahlen sind, oder yÖ,Ö14 oder 2,365""*'^^ 
berechnen u. s. w, Auch mag er irgend eine Formel aus einem Hand- 
buch nehmen und mit ihr numerische Rechnungen anstellen. Es 
mufs ihm nicht genug sein zu wissen, dafs er's kann; er mufs die 
numerischen Rechnungen wtrMich ausfuhren. Er mufs wissen, dafs, 
wenn eine Entfernung zu 2,454 abgemessen und die letzte Dezi- 
malstelle unsicher ist, es recht ungeschickt, ist, bei der Multipli- 
kation oder Division mit dieser Zahl ein Resultat mit vielen Dezi- 
malstellen berauszurechnen, oder zu sagen, dafs die indizierte Leistung 
einer Maschine 324,65 Pferdekräfte sei, wenn die Angaben des Indi- 
kators um 57o O'^er niehr unsicher sind. Er mufs den kürzesten 
Weg kennen, um das Produkt 3,216 ■ 4,571 auf vier Dezimalstellen 
ohne Gebrauch von Logai-itbmen zu berechnen. Er mufs die Nähe- 
rungsformel 

(1 + «)"=! + »« 
oder 

(l + c.)"(l + /5)'" = l+)^« + m|3 

prüfen, falls a und ß klein sind, und muss selber feststellen, welche 
Fehler beim Gebrauch dieser Näherungswerte eintreten, falls a = 0,01 
oder — 0,01, /3 = ± 0,025 und w = 2 oder | oder — 1|- uud in = 4 
oder 2 oder — 2 oder \ oder irgend einer anderen Zahl gleich ist. 
Was die Trigonometrie angeht, so müssen die Grundbegriffe der- 
selben bekannt sein. Man zeichne z. B. einen Winkel ^ BAC, etwa 
von 35". Vom Punkt B des einen Schenkels fälle man auf den an- 
deren ein Lot, dessen Fufspunkt C heiCse, ]\Ian messe AB, BC und 
ÄC so genau als mögheb. Ist thatsäcblich AC^ + BC^ = A^? 
Man rechne das wirklich numerisch aus. Nun berechne man: 
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-I£ = sm35" 4£ = cos35o 4£ - tane 35". 
AB 'AS ' AC 

Man prüfe, ob die erhalteuen Resultate mit den Angaben in den 
trigonometrischen Tafeln übereinstimmen. Man lerne, wie man, wenn 
eine Seite des Dreiecks ABC und einer der spitzen Winkel gegeben 
ist, die anderen Seiten bereclmet. Man lerne, dafs der Sinns von 
130" positiv ist, dafs df^egen der Cosinus dieses Winkels negativen 
Wert besitzt. Ebenso prüfe man mit Hilfe der trigonometriseben 
Tafeln, ob 

sin {A + B) = sinA ■ cosB + cos J. ■ sin_ß 
ist, wobei man für A nnd B irgend zwei speziell gewählte Winkel 
einsetzen woUe, Es reiben sieh hier noch drei weitere analoge Formeln 
an, welche 8in(J. — B), cos(^ + -B) und coh(J. — .B) betreffen. In 
ähidicher Weise behandele man die vier Formeln, welche durch Addi- 
tion und Subtraktion jener Formeln gewonnen werden, und von denen 
eine diese ist: 

2 sin fö ■ cos ß = sin {a + ß) + sin (a - ß). 
Man prüfe ebenso: 

cos 2^ ^1 — 2 sin^jl = 2 cos^J. — 1 , 
sowie die entsprechende Formel für sin 2^ u. s. w. 

Bevor meine Leser in der Lektüre fortfahren, fühlen sie sich 
hoffentlich veranlafst, den nützlichsten (d. i. den grundlegenden und 
interessantesten) Teil der Trigonometrie nochmals vorzunehmen und 
die in diesem Teile enthaltenen Lehisätze möglichst selbständig zu 
beweisen, sofei-n sie das noch nicht gethan haben sollten. 

Man berechne die Gröfse eines Winkels von 1,6 Grad in Bogen- 
mafs (die Einheit des Bogenmafaea ist gleich einem Winkel von 
57,296 Grad); man bestimme, um wieviel der Sinus und die Tangente 
dieses Winkels von dem (in Bogenmafse gemessenen) Winkel selbst 
abweichen. Man erinnere sich, dafs, wenn man in der höheren Mathe- 
matik sin X schreibt, x dabei in Bogenmal's gemessen vorausgesetzt wird. 

Ich erwarte nicht, dafs der Leser viel über höhere Algebra weifs; 
doda nehme ich an, dafs er imstande ist, Ausdrücke wie (a:^+7a;+12) 
oder (x^^a^) je in die beiden linearen Paktoren zu zerlegen, sowie 
dafs er fähig ist, auch etwas kompliziertere algebraische Ausdrücke 
zu vereinfachen. Es ist keineswegs die Kenntnis der Permutationen 
und Kombinationen oder der Theorie der Gleichungen, der Theorie 
der Kegelschnitte oder der Tangentialebenen bei Flächen 2. Grades, 
was der Techniker braucht. Glücklich allerdings ist derjenige In- 
genieur, der zugleich ein Mathematiker ist; aber es ist nur wenigen 
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vorliehen, die beiden so verschiedenen Begabungen in sich zu ver- 
einigen. 

Eiu Bauingenieur mufs für seine Vermessungsarbeiten natürlieh 
die Methoden zur Auflösung von Dreiecken beherrschen; aber für den 
Maschinenbauer und Elektrotechniker ist dies sowie manches andere, 
was jetzt zum üblichen Lehrplan der Techniker gehört, ziemücli 
wertlos; davon hat mich eine langjährige Beobachtung der Studenten 
und Ingenieure am Zeichentisch und in der Werkstatt überzeugt. 
Das klingt unwissenschaftlich, aber ich wage es mit Nachdruck zu 
betonen. Der junge Techniker kann nicht genug geübt werden in 
der blofsen Vereinfachung algebraischer und trigonometrischer Aus- 
drücke, solche Auedrücke einbegriffen, welche die imaginäre Einheit 
]/— 1 enthalten; und der beste Dienst eines einführenden Werkes über 
Aualysis besteht darin, dafs es die Studierenden vei-anlafst, sich dieser 
Übung immer wieder zu unterziehen. 

Aber der Techniker braucht keine Ausbildung in mathematischen 
Kunststücken, wie sie nötig ist bei manchen Konstruktion sauf gaben 
der Geometrie oder hei den üblichen "Vexierfragen der Prüfungen oder 
dann, wenn man, um die Differentialrechnung zu vermeiden, sich in end- 
loser und umständlicher Weise mit der Elementai'mathematik ab- 
quält. Das Ergebnis eines falschen Erziehungssystems erkennt man 
daran, dafs unter hundert guten Technikern nicht einer ein über- 
zeugter Theoretiker ist. 

4. Ich zweifele nicht daran, dafs die Grundideen der Differential- 
und Integralrechnung jedem meiner Leser an sich bereits ganz bekannte 
Dinge sind, nur kennt er sie nicht in der analytischen Gestalt. Er 
hat eine vollständige Kenntnis vom Begriffe eines Verhältnisses; 
aber er ist noch nicht gewohnt geworden, dafür ^ zu schreiben. 
Er hat einen klaren Begriff vom Flächeninhalt; aber er hat das 
Symbol ff(x)dx, wie wir es brauchen, noch nicht kennen gelernt. 
Ihm sind die Ideen bereits eigen, nur drückt er sie noch nicht in 
der mathematischen Form aus. 

Vielleicht haben manche meiner Leser schon schwierige mathe- 
matische Prüfungen abgelegt, sie können eine gegebene Funktion 
von X differenzieren, viele Funktionen integrieren; sie wissen aller- 
hand schwierige Aufgaben über Fufspunktkurven, ßolllinien und 
elliptische Integrale zu lösen: auch solchen Leaem hoffe ich nützhch 
zu sein. Für sie ist die Schwierigkeit, dafs ihnen ihre mathematischen 
Kermtnisae nicht von Nutzen zu sein scheinen bei praktischen Auf- 
gaben der Technik, fiieb ihren x's und y'n eine physikaHsche Be- 
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deutuKg oder schreibe statt ihrer ji's und v's, und was die leichteste 
Rechenaufgabe war, wird ein schwieriges Problem. Ich kenne solche 
Leute, die, wenn sie in einem technischen Buche ein -yj oder ein 
Integralzeichen finden, schleunigst über dasselbe hinweglesen. 

5. Wie ich damit begann, mein Buch zu schreiben, dachte ich 
den Gegenstand so vor meinen Lesern entwickeln zu sollen, wie ich 
ihn - — ich glaube und ich habe es mir auch sagen lassen — mit 
grofsem Erfolg in verschiedenen Klassen der Fortbildungsschule habe 
darstellen können. Aber vieles kajin man in Vorlesungen ausführen, 
wozu man in der kaitblütigon Thätigkeit am Schreibtisch unfähig ist. 
Da fehlt eben der belebte Blick der Zuhörer, der einen warnt, wenn 
ein wenig mehr Ausführlichkeit von nöten ist, der einem zeigt, dafs 
eine grundlegende Idee bereite erfafst wurde. Durch blofses Zeichnen 
einer Kurve kann ein Begriff entwickelt werden, und ErUiuterungen 
können angeknüpft werden an Gegenstände, die im Hörsaal vor 
Augen liegen. 

Möge der Leser verständige Auswahl für seine Lektüre treffen; 
möge er hier kein Problem durcharbeiten, an dem er nicht ein be- 
rufsmäfsiges Interesse nimmt. Die Zahl der Probleme ist grofs; aber 
die beste Schulung besteht darin, nur einige wenige von ihnen mit 
aller Sorgfalt zu studieren. 

Ich erwarte übrigens vom Leser, dafs er Öfters zur Lektüre der 
ersten und grundlegenden Abschnitte des Werkes zurückkehrt. 

Das Buch würde zu überladen werden, wenn ich mich in dem- 
selben nicht auf die interessantesten und lehrreichsten technischen 
Aufgaben beschränken würde. Ich behalte mir für eine künftige Ge- 
legenheit vor, was vielleicht für manche Studierende der interessantere 
Teil meines Gegenstandes sein würde, nämlich der Technik oder, wie 
wir auch sagen dürfen, der angewandten Physik Er^uterungen für 
die Theorie Aex pm-Uellen Bifferentidlgleichungm zu entnehmen. Mancher 
wird das für einen Gegenstand halten, der in elementarer Fassung 
nicht gelehrt werden könne; andererseits aber hat uns Lord Kelvia 
schon vor langer Zeit gezeigt, dafs es überhaupt kein nützliches 
mathematisches Werkzeug giebt, das der Ingenieur nicht für sich zu 
verwerten lernen könnte. So sollte denn der Ingenieur vor allen die 
Differentialrechnung mit derselben Leichtigkeit haadhaben lernen, wie 
er in der Werkstatt lernt, mit Meifsel und Feile umzugehen; das ist 
die Idee, welche mich bei meinem Unterricht der Ingenieure im Ge- 
branch der höheren Analysis leitet. 

Das vorliegende Buch hat nicht vor, die strengeren Darstelluugen 
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der höheren Analysis überflüssig zu machen; es ist mehr nur eine 
Vorbereitung für jene. In dem ersten der drei Kapitel des Buches 
imtemebme ich es garnicht, irgend eine andere Funktion als a;" zu 
iJifferenzieren oder zu integrieren. Im zweiten Kapitel handele ich 
von den Funktionen e"^ und sin(ax-\-c). Das dritte Kapitel ist dann 
allerdings schwieriger. 

Zum Zwecke der Übung in einfachen analytischen Entwicklungen, 
soweit dieselben für technische Probleme von Nutzen sind, habe ich 
eine Sammlung von tlbungsbeispielen über Differentiation und Inte- 
gration an verschiedenen Stellen des Werkes eingefügt. 

Klein gedruckte Absätze und unter dem Texte angefügte Noten 
werden vielleicht von manchen Studierenden bei der ersten Lektüre 
des Buches zu schwer befunden werden. Gelegentlich mag auch ein 
Übungsbeispiel ein wenig mehr Kenntnis erfordern, als der Leser 
bereits besitzt. Solche Stellen mag er dann einfach überspringen. 
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Kapitel I. 



fi. Jedermann kennt bereits die Koordinatengeometrie und be- 
nntzt quadratisch geteiltes Papior oder, wie wir kiirz sagen, Milli- 
meterpapier. Solehee Papier kauft man in wohlfeiler Ausführung zu 
15 -Si den Bogen: wer das noch nicht weifs, und wer meint, er 
müsse vielleicht gar 1 M für den Bogen hezahlen, der hat eine zu 
hohe Meinung von seinem richtigen Wert und braucht es daher zu 
sparsam. 

Ein K-aufmann, der in seinem Kontor auf einem Bogen Milli- 
meterpapier Tag für Tag Punkte einträgt und sie durch eine Kurve ver- 
bindet, Pi.mkte, von denen der einzolne den Tagespreis des Eisens, des 
Kupfers, des woUenen Garns oder der Seide mai-kiert oder irgend eine 
andere Angabe macht, der braucht Koordinatengeometne. Welches aber 
ist der Zweck, den er mit dem Zeichnen solcher Kurven verfolgt? 
1. Er kann hinterher die Höhe des Preises an irgend einem Tage 
direkt ablesen. 2. An der Neigung seiner Kurve erkennt er sofort 
den Grad des Steigens oder Fallens des Preises. 3. Wenn, er auf 
dem gleichen Bogen für das einzebie Datum noch die Zahl werte 
sonstiger Dinge oder Verhältnisse graphisch aufträgt, so wird er be- 
merken, welche Wirkung deren Ansteigen oder Herabgehen auf den 
Preis seiuea- Ware ausübt; und dies setzt ihn in den Stand, den 
künftigen Preisgang vorhei-zu sagen und auf die Weise Gewinne zu er- 
zielen. 4, Die Prüfung der KuiTe für die Vergangenheit verleiht 
seinen Schlüssen auf die Zukunft eine grÖfsere Sicherheit, als ohne 
den Besitz einer solchen anschaulichen Übersicht möglich wäre. 

Man bemerke, dafs der einzelne Punkt in der Ebene immer 
zwei Oröfsen darstellt. Sein horizontaler*) Abstand von einer ersten 
vertikal gestellten Ausgangs geraden oder Axe wird gewöhnlich als 
die a;-Koordiaate bezeichnet und soll auf der rechten Seite jeuer 
vertikalen Axe positiv, nach links hin negativ gerechnet werden. 

*) Die Bezeichnungen „horizontal" und „vertikal" rilhren daher, dafs man 
sich die im Texte gemeinte Figur an der Wandtafel gezeichnet denkt. 
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Millimeterpapier uuil giaphiaciie DarBteUnngen. 



Vielfach bezeichnet man die a^-Koordinate auch als Abscisse des Punktes; 
im obigen Beispiel bedeutet sie die Zeit. Die andere Koordinate (wir 
nennen sie gewöhnlicb die y-Koordinate oder einfach die Ordinate) 
ist der vertikale Abstand des Punktes von einer zweiten honzontal 
gelegenen Axe; im betrachteten Fall stellt die Ordinate den Preis 
dai". In den Tagesblättem findet man Kurven, welche das Steigen 
und Fallen des Thermometers und des Barometers darsteilen. Ich 
habe einmal einen gelehrt geschriebenen Artikel gelesen über die Art, 
wie in England Bevölkerung, Wohlstand und Steuern gewachsen sind. 
Der Überlegung war schwer zu folgen. Nahm man indessen die 
Zahlenangaben des Verfassers und trug sie graphisch in das Quadrat- 
netz des Millimeterpapiers auf, so war jedes Resultat, welches er 
mühevoll herausgearbeitet hatte, an den Kurven ohne weiteres er- 
sichtlich, so dafs es ein Kind verstehen konnte. Das ist vielleicht 
der GhTind, warum einige Autoren keine Kurven veröffentlichen: 
mancher hätte, wenn er's thäte, wenig Änlafs zu schriftsteilem. 

7. Beim Anstellen von Experimenten macht man gewöhnlich 
ausfindig, wie eine erste Gröfse, die ich y nennen will, von einer 
anderen Gröfse, die x heifsen soll, abhängt. So ist der Drucke ge- 
sättigten Dampfes (es sei Wasser «nd Dampf in einem Kessel bei Aus- 
Bchlufs der Luft und jeder weiteren Fiassigkeit) stets derselbe für 
die gleiche Temperatur. Eine im Quadratnetze gezeichnete Kurve läfst 
uns für irgend eine Temperatur den Druck ablesen und umgekehrt, 
zugleich aber zeigt sie das Verhältnis, nach welchem die eine Gröfse 
zunimmt bei Wachstum der anderen und noch manches andere. Ich 
will nicht behaupten, dafs die Kurve unter allen Umständen und für 
jeden Zweck besser sei als eine tabellarische Zusammenstellung der 
Zahlwerte; manche Angaben liefert die Kurve besser, manche die 
Zahlentabelle. 

Wenn wir übrigens irgend eine Größe durch die Länge einer 
Linie repräsentieren, so thun wir das natürlich unter Zugrunde- 
legung eines bestimmten Mafsstabes; 1 cm stellt dann v.. B. einen 
Druck von 10 kg auf 1 qcm oder eine Temperaturdiflerenz von 20*' 
Celsius oder irgend eine andere Gröfse dar. Aus der Zeichnung hat 
man dann immer nur die Mafsaahl der Länge zu bestimmen, diese 
Zahl erhält dann aus der gerade vorliegenden Abmachung ihre Be- 
nennung; denn selbstverständlich hat an sich die Läi^e von 1 cm 
mit einem Druck von 10 kg pro qcm oder mit einer Temperatur- 
differenz von 20" Celsius nichts zu thun. 

Wenn Jemand zwei zusammenhängende Keihen durch Beobachtui^ 
gewonnener Zahlen in das Quadratnetz graphisch einti-ägt, so thut 
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1. 7j Millimeterpapier und graphische Datsteünngeu. 9 

er das erstens, um zu sehen, ob die Punkte vielleiclit auf einer regel- 
mäfsig geformten Kurre liegen. Ist dem so, so wird, je einfacher 
die Karve ist, um so einfacher auch das Gesetz ausfallen, das wir flir 
den Zusammenhang jener Zahlen aufstellen wollen. Zweitens zeichnet 
man Kurven, um Beobachtungsfehler zu koirigieren. Wenn nämlich 
die Punkte naliehin in einer einfachen regelmäfsig gebildeten Kurve 
liegen, und wir ziehen vermittels eines dünnen biegsamen Lineals die 
Kurve, welche möglichst gleichmäXsig zwischen den Punkten hindurch- 
länft, so darf es als wahrscheinlich angenommen werden, dafs, wenn 
keine Beobachtungsfehler vorlägen, die Punkte genau auf jener Kurve 
lägen. Auf das Vorzeichen ist dabei natürlich stets, wie oben schon 
erwähnt, Rücksicht zu nehmen. So wii-d a. B, ein Punkt, welcher 
in der Entfernung — 5 zur Rechten einer Geraden gelegen ist , ein- 
fach auf der entgegengesetzt«n Seite der Geraden den Abstand + 5 
von derselben haben. Übrigens weifs ich aus langer Erfahrung, dafs 
es der Mühe wert ist, einige Zeit und Soi^alt auf die richtige 
Auewahl der Mafsstäbe zu verwenden: oft ist es zweckmäfsig, Ab- 
scisse und Ordinate nach verschiedenen Mafsstäben zu messen; auch 
empfiehlt es sich häufig, die Koordinat«n nicht, mit beginnen zu 
lassen, weil uns vielleicht das Anfangsstuck der Kurve weniger inter- 
essiei-t. Stets soll man dai-auf bedacht sein, den Bogen gut auszu- 
nutzen und die Knrventeile, welche man studieren will, in möglichst 
grofsem Mafsstäbe darzustellen. 

Nun wolle sich der Leser einige Bogen Millimeterpapier käuflieh 
erwerben und ohne fremde Hilfe die Resultate irgend welcher Beobach- 
tungen graphisch darstellen. Möge er z, E. einen Band eines statisti- 
schen Werkes hernehmen und irgend eine Zahlenreihe in besprochener 
Weise bearbeiten; er stelle graphisch dar die Mitteltemperatur in 
jedem Monat des letzten Jahres, die Staatsschulden seit 1688, den 
augenbliekhchen Wert einer Leibrente für verschiedene Zeitpunkte 
unter Zugrundelegung eines Zinsfufses von 4%, das Gesamtkapital, 
welches seit 1849 in Eisenbahnen am Schlüsse jeden Jahres angelegt 
worden war-. ■ Jedes Beispiel ist nützhch, doch wählt sich der Leser 
zweckmäfsig solche Gegenstände, an denen er ein Interesse hat. Falls 
er Lab Oratorium sver suche gemacht hat, so wird er ein überwiegendes 
Interesse daran haben zu sehen, welcherlei Gesetze ihm seine Kurven 
im Quadratnetze auf diesem Gebiete hefem. 

8. Handelt es sich um Beobachtungen über die gegenseitige 
Abhängigkeit des Druckes p und der Temperatur ( oder des Druckes 
p und des Volumens v oder des Volumens v und der Temperatur t 
oder der indizierten Leistung und der Nutzleistung einer Dampf- oder 
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Gas mag eh ine oder Ton Stromstärke und Spannung in der Elektrizitats- 
lehre, und wollen wir allgemeine Angaben über derartige Paare Ton 
Gröfsen machen, so worden wir die Bezeichnungen x und y an Stelle 
der p, v, t und sonstiger GTÖfseii gebrauchen. Um in einfachster Art 
anzugeben, dafs ein Gesetz Torliegt, welches zwei vai-iabele Gröfsen 
X und y an einander knüpft, bedient man sieh des Symbols: 

(1) Fix,y) = 0; 

in Weiten ■^a^.t man ,es existiere eine Gleichung zwischen x imd y". 
Ein Aubdiack welehei t und y enthalt (und vielleicht auch noch 
mehrere andeie Buchstaben oder Zahlen) wird als eine Fnoktioii von 
X und 1/ bezeiLbnft, und wii gebraui.hen Symbole wie F{x, y), 
f(x,y), Q{i, II) etc um allgemem Funktionen zu bezeichnen, sofern 
wir den wirklichen iusdiuck dei Punktiin noch nicht kennen, oder 
manchmal lutt dann, wenn wii diesen Ausdruck zwar kennen, jedoch 
denselben abgekürzt bezeichnen wollen Andrerseits brauchen wir 
F(x) oder / (t) oder ii^end em andere<< passendes Symbol, um „irgend 
emen matkematibihen Auadrucl in j' zu bezeichnen, und wir sagen 
dann es '•ei /(^) eine Punktion ^on *". So bedeutet 

(2) l-l' 

irgend eine (jrleithunp,, wtlchf uii^ in den Stand setzen soll, y für 
gegebene Weite x zu beiechnen 

Das Gesetz sx + , f, " ■'■ ~ ^ ^'^^ "^'^ Form der obigen Gleiehui^ (1) ; 
berechnen wir y expHcite in x, so gewinnen wir ^ = ±-|l/25— a;° 
und haben dann die Gestalt (2). Aber in beiden Fällen haben ivir 
mit der gleichen Abhängigkeit zwischen x und y zu thun. In der 
reinen Mathematik deutet man x und y gewöhnlich nur erst als Ent- 
fernungen; in der angewandten Mathematik stehen x und y auch för 
beliebige andere Gröfsen, welche wir mit einander vei^leichen, die 
wir dann aber in oben besprochener Weise unter Benutzung fest- 
gewählter Mafsstabe durch Längen darzustellen imstande sind. 

9. iJhnngsbeispiele im Kurvenzeichnen. 

I. Man zeichne die zur Gleichung y = 'i-\--l^x^ gehörende Kurve. 
Für 3^ = findet man j/ = 2, für a^ = 1 ebenso y = 2,0333, für 

3! = 2 folgt y = 2,133 u. s. w. Man trage diese Werte von x und y 
in das Qnadratnetz ein. Die Kurve ist eine Parabel. 

II. Man ziehe die Kurve von der Gleichung 2/ = 2 — -|^ a: -f j„ x^, 
die ebenfalls eine Parabel ist, in derselben Weise wie unter I, und 
auf dem gleichen Bogen. 
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I. 9J Übnngen im Kutveaaeichnen. 11 

III. Man zeichne die Kurve der Gleichung xy = 120. Jetzt hat 
man für j- = 1, 2, 3, 4 u. s. w. bez. y = 120, 60, 40, 30 u. s. w. Die 
Kurve ist eme gleichseitige Hyperbel. 

IV. Man ziehe die Kurve von y ■ x'--^^'^ = 100 oder y = 100 - x~~^'*^*. 
Kann der Leser den Wert y für das einzelne x nicht berechnen, so 
weifs er nicht mit Logarithmen umzugehen. Je früher er den Ge- 
brauch der Logarithmen lernt, um so besser, 

V. Zeichne die Kurve der Gleichung y = asf für irgend ein 
speziell gewähltes a. Ich empfehle dem Studierenden einige Zeit an 
verwenden auf das Zeichnen von Spezialfällen aus der grofsen Gattung 
dieser viel benutzten Curven. Mau wähle n = — 1 (was schon in 
ni. vorkam), « = — 2, « = — 1-1-, n^ — ^, » = — 0,1, n-=0, 
K = -i, « = -j, « = 1, « = 1^, 11 = 2 (cf, Nr.I), M=-3, n = 4 u. 8. w, 

VI. Man zeichne die zu y^a sin {bx -\- c) gehörende Kurve, 
indem man für a, h, c zweckmäfsige Spezialwerte einsetzt 

Anweisung. Da 6a: + c in Bogenmafs gemessen ist (die Ein- 
heit des Bogenmafses = 57,2958 Grad), in den Tafeln aber die Winkel 
gewöhnlich in Gradmafs augegeben sind, so wähle man für i und c 
Werte, welche die numerische Rechnung möglichst einfach gestalten. 

Man setze z. B. 6 = 1: 114,6 und wähle c gleich dem Bogen- 
mafs des Winkels von 30" (d. i. e = y = 0,5236). Man lasse weiter 
a den Wei-t 5 bedeuten und berechne alsdann fttr die Werte x = 0, 10, 
20 u. s. w. die zugehörigen y. 

So hat man z. B. für a: = 6 den Wert ?/ = 5 sin (5^ + 0,5236) ; in 
Gradmafs umgerechnet haben wir: 

2/ = 5 sin (1 6« + 30") = 5 sin 33" = 2,723. 

Hat man diese Kiu've gezeichnet, so überlege man, welche Ver- 
änderung eintritt, wenn statt des eben gewählten Wertes für c ge- 
setzt wird oder ■ - oder -^ oder -g-; desgleichen wenn a abgeändert 
wird. Mehr als eine Woche möge dei- Leser dieser Kurve widmen! 

Vn. Zeichne die Kurve von 1/ = ««*". Dabei setze man erstlich 
a = 1, 6 = 1, sodann aber andere Werte von a und b. Auch möge 
man zum Schlufe zwei Beispiele mit negativen Zahlwerten von 6 in 
Betracht ziehen. 

Bei den bezeichneten Übimgen wolle der Studierende die Hilfe 
eines Lehrers so wenig wie möglich in Anspruch nehmen; gegen- 
seitige Unterstützungen der Studierenden selbst sind aber immer recht 
nützlich, zumal wenn sie zu Disputationen über den Gegenstand 
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12 Ztisammenatellimg wichtigei Funktionen, [I. 'J 

Der Gnindj warnin ich micli auf die obigen sieben Fälle be- 
schiänkt habe, ist dieser: Die Studierenden lernen für gewöhnlich 
ziemlich komplizierte Ausdrücke differenzieren und integrieren: aber 
■wenn der einfachste von diesen Ausdrücken ihnen in einem prak- 
tischen Probleme der Technik entgegentritt, so furchten sie sich vor 
demselben. Nun ist es aber sehr selten, dafs ein Ingenieur mit einem 
Probleme zu thun hat (selbst in den schwierigeren Fällen seiner 
theoretischen Arbeiten), welches die Kenntnis anderer I\inktioiien als 
der drei; 

y — aaf, 1/ = asin(hx-\-c), y — afJ'" 

erfordert. Diese drei Funktionen müssen allerdings vollatiiudig klar 
verstanden sein, imd der lernende Techniker mufs das Studium der- 
selben als den wichtigsten Teil seiner theoretischen Arbeit ansehen. 
Während es demnach einfach eine Notsache für den Studierenden 
ist, das Studium der di-ei genannten Arien von Funktionen zu be- 
treiben, so sehe ich nicht ein, warum er sich nicht auch das kleine 
Vergnügen machen soll und die Kurven der folgenden G-leichungen 
konstruieren: 

x^ ■\- y^ = 25 (Kreis) , 

S+?^=l (Ellipse), 

^ — ^^^' = 1 (Hyperbel!, 

oder aucli weitere Gleichungen der Ai-t, wie sie im Kapitel 111 noch 
ausführlicher genannt werden sollen. Immerhin sind diese Kui-ven 
vom Standpunkte des Ingenieurs vergleichsweise nicht so interessant. 
10. Nach dem Studium von j/ = e~'"^ und y ■=h sm(cx-\-<i) 
wird es der l-eser nicht schwer finden, jetzt auch die Funktion: 

y — h- e—^^ sin (rr + g) 

zu verstehen, welche eine der wichti^ten Kurven der Technik liefert. 
Er mufs zunächst eine der Kurven t/ = h sm(cx-\-g), wie er sie 
bereits untersucht hat, hernehmen. Sodann hat er auf demselben 
Bogen Papier die Kurve y = (?""* zu zeichnen und die Ordinaten 
beider Kurven für eine Reihe von Werten x jeweils mit einander zu 
multiplizieren, um die Ordinaten der neuen Kurve zu gewinnen. Die 
so entspringende Kurve ist offenbar wellenförmig gestaltet, indem 
y zwischen gröfsten und kleinsten Werten hin- und herschwankt. 
Diese Funktion y stellt sich ein bei der o sei liierenden Bewegung 
eines Pendels oder des Zeigers gewisser Mefsinstrumente, wenn die 
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I. 10] Beiechmiiig geometrischer Orte. 



Schwingungen durch eine Flüssigkeit oder durch einen andei-en wider- 
strebenden EinfluTs gedämpft werden; x bedeutet dabei die Zeit. Der 
Stndiei-ende wird die Kurve viel besser verstehen, wenn er Beobachtungen 
über solch' eine Bewegung anstellt, so z. B. mit einer in 01 unter- 
getauchten Bleischeibe, welche infolge der Toraion des im Mittel- 
punM der Scheibe angebrachten Aufhängungsdrahtes so langsame 
Drehschwingni^en ausfuhrt, daTa man während einer Schwingung für 
eine ganze Reihe von Zeiten x die zugehörigen Ausschlagswinkel y 
{mit Zeiger und Skala) ablesen kann. Der Winkel zwischen einer 
Extremlage und der nächstfolgenden auf der anderen Seite der Gleich- 
gewichtslage heifst' die Schwingungsweite. Der natürhche Logarith- 
mus vom Quotienten einer Schwingungsweite und der nächstfolgenden 
oder auch ein Zehntel vom Logarithmus des Quotienten der ersten 
und elften Schwingungsweite liefert die GröJfee a, multipliziert mit 
der Sehwingungsdauer, d. h. der Zeitdauer einer einsdiien Sckwingtmg. 
Dieses sogenannte logarithmische Dekrement ist bei verschiedenen 
Messimgen höchst wichtig. 

11. Köiinea wir mit Hilfe einer Zeichnung oder eines Modells die ISaliii 
eines Pnuktes angehen, und sind wir im Stande, seine angenhli etliche Lage auf 
der Bahnkurve aus der gleichzeitigen Stellung 
eines zweiten Punktes ahzuleiten, so können 
wir die gleichen Ängahen immer auch ver- 
möge analjtiächer Rechnungen machen. 

Beispiel 1. Ein Punkt F und eine 
Gerade SI) seien gegeben; welches ist die 
Bahn eines Punktes JP, der sieh so bewegt, 
dafs das TerMltnis aeinei' Entfernung Tom 
Punkte P zum Abstände von der Geraden 
DD stete dasselbe ist? 

In Figur 1 möge z. B. : 
(1) p">' = e- FD 

zutreffen, wo e eine Konstante ist. Man 

zieke die Gerade EFX. senkrecht zu DD. Bezeichnet man den Abstand I'D 
durch X und das Lot P(? durch y, so handelt es sich um die Präge, welches 
die Gleichung zwischen x und y ist. Alles, was wir dibei zu tkun haben, 
ist, die Gleichung (1) in ic und y auszudrücken 

Man bezeichne zu diesem Zwecke die Strecke E¥ duri'h u Dann gilt: 




PF^yp'G' + 'FG^ =yy^->r{x^€i)--, 

so dafs wir, wenn wir in (1) die rechte und linke Seite zum Quadrat erheben, 

die Gleichung gewinneni 

(2) !/- + (x -«)■_.-!.•. 

In dieser Gleichung ist die Antwort enthalten. Ist e ^ 1, so heifst die 
entstehende Kurve eine Parabel, für e>l eine Hyperbel, für e<l eine EUijise. 

Beispiel S. Der Kreis AFQ (of. Figur 2) rollt auf der geraden Linie 
OX. Welches ist die Bahn eines Punktes P der Peripherie des Kreises? 
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Eerflbrt der Kreis dio Gerade i 
zusammen. OX und OY (in Pigi 
PT '^y die Koordinaten des Punites T? sind. 



falle F mit dem Berührungspuntte 



i SP^ 







ulius des Kreises sei a. 
Der Winkel PCQ werde durch tp 
bezeichnet. Man fälle CB senkrecht 
za FT und hemerke, dafs alsdann 
die Gleichungen gelten: 



P£ = 


a- 


in PCB -.3 


in(q) 


-90") 






= - 


«00 


f, 


£C = 


a. 


cosPOB=a 


sincp 




Andrer 


eit! 


is der Bog 


n 






QP=„.q,= 


ÖQ. 




Da nun 










^ = OQ 


— BC, »/ = 


BT+ l'h 


zutrifft 


ao 


haben wir 







Elimin ert mm qi aui den Gleich ingon ij so entapringt eine Gleichung 
zwischen a iid u Dooh hohllt man besser tp und damit zwei ürleiclinngen bei, 
weil dann d e Rechnungen einfacher auafallen Wir weiden somit die beiden 
Gleichungen (3) furtan mm r als die iileichungen der 1. etrachteten Kirye be- 
zei&haen Letztere wird die Ciklaide genannt wie alk lapine Leter bereits 
wissen werden 

Beispiel 3 Eine Knrtel veisekiele mittelst euer Pleuelstange einen 
Kreuzkopt in geradlm ger Bahn Wo befindet sich derselbe für gegebene Lage 
der Kurbel ? 

Die Bdbnrichtung laufe durch den Mittelpunkt des Kurbelkreisi s Ist 
A der Endpunkt der geradlmigen Bahn ies Stangenendpnnktes y (cf Figur 3), 
so st offenbar i. ^l -\- r unter { die Länge 1er Pleuelstange und unter r 
den Kurbelradius verstanden 

Man erinnere sich nun dafs man zwei unabhängige Gleichungen gerinnt, 

c fjObchlusaenen Figur aut zwei gerade Linien pro- 

„ j ?iert Projizieren wir auf O-l, so 

f,ewinnen wir {et Figur 3) 



wenn man alle Seiten < 




Eliminieren wir <p aus diesen Gleichungen, HO können wir S fiir den Einzel- 
wert 9 berechnen. Der Studierende sollte das eigentlich selber ausrechnen; 
doch bin ich achwach genug, ihm diese Arbeit abzunehmen. Wir folgern aus 
der Gleichung (Ib): 



..-y^-';. 



1 dafs Gleichung (la) die Gestalt annimmt: 
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[x-]/."^;...^H 



{2J S^l\l— yi - j-^ ain' »\ + r (1 - cos fr) '\ 

Der Leser sollte im Anachlufs an diese Beispiele einige Ubui g iufgil en 
selbaländig durcharleiten z B die folgenden 

1) Die Endpunkte A und B einer Stange gleiten längs dei beiden =!cl en],el 
OA und OB eines rechten Winkels iUB man bestimme dif Gleuliung der 
Bahn eines Punktes P der 'Stange 

2) Bei der Watt'feclieii (.eradfahmiig benutzt man einen Punkt wekheran 
genähert eine gerade Linie heschceibt Man bestimme die Gleifhung der voll 
ständigen Bahn de^selten 

Kl Figur i lat die mittlere Lage durch iBO gegeben Die gunshgste 
Lage des Punktes P entspnebt dei Proportion BP Fi = Oi (I P Man 
verachiebe nun das Gelenksyatem. 
Die vollständige Bakn des Punktes 
P sieht dabei ungefähr wie eine 

B 



3) Man bestimme die Glei- 
chung der Bahn irgend eines 
Punktes auf der Mitte einer ge- 
wöhnlichen Kurbel Stange. 

4) Der eine Endpnnkt A 
einer Stange beschreibt eine ge- 
radlinige Bahn 0' des Mittel- 
punktes 0; und zwar liege die 
einfache harmoniscbe Bewegung 
vor, für welche OA == a aiapt ^ 
ist, unter a und jj Konstante ö®=^— 
und unter t die Zeit verstanden. i'ig. 4. 
Der andere Endpunkt B der 

Stange bewege sich Ulngs einer geraden Strecke Bi>, deren Verlängerung in 
auf 000' senkrecht steht. Welches ist die Bewegung von B"! Man aeige, 
dafs dieselbe angenähert auch eine einfache harmonische Bewegung und zwar 
von der halben Periode ist. 

6) Bei jeder Schiebersteuemng, die aus einer Beihe einzelner Gelenk- 
Btangen zusammengesetzt sein mag und von einer gleicbmäfsig rotierenden Enrbel 
angetrieben wird, besteht die Bewegung irgend eines Punktes an irgend einem 
der Glieder, in irgend einer bestimmten Richtung stets aus zwei Teilen; aus 
einer einfach harmonischen Grundbewegung, deren Periode mit der der Kurbel 
übereinstimmt und aus der übelgelagerten Oktave. Auf das Studium der Kulissen- 
lewegnngen und der Knlissenstenernngen von diesem Gesichtspunkte aus kann 

') Ist jj , wie gewöhnlich, ein kleiner Bruch, 

der für kleine Werte s gültigen Näherungaformel 
angenäherten Wert für S angeben: 

S = j^(l-'>082&) + r(l-cos^ 

Dieses Ergebnis ist von weit grßfaerer Wichtigkeit ils es hiei sib^inen ma^ 
Bildet übrigens die geradlinige Bahn des Krenzkopfes mit der Geraden von f> 
nach ihrer Mitte einen Winkel c > 0, so ist fur kleine Werte von or der Wert 
S nahehin derselbe wie oben, nur geteilt durch cos a Iit « grols, so wird der 
Ansdmck von & komplizierter; doch kann man immer gute NäherangfiBUsdracke 
finden, mit denen sich leicht rechnen M t 
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DarBtellvmg gerader Liiiieti. 



man gern ein paar Monate verwenden. Denn hier liegt das Geheimnis verborgen, 
warum eine Stenerung eia besseres Diagramm ergielit, als die andere. Zum Bei- 
spiel Buehe man den Unterschied zwischen der Hackwortii-Steuenmg mit ge- 
bogener Kulisse und derjenigen mit gerader Kulisse. Vergl. auch Art. 122. 

12, Die Gerade als Ergeliais der Darstellung einer Gleicliimg, 

Die Beweise verschiedener weiterhin zu machender Angaben sollen 
später nachgeholt werden; zuei-st soll sich der Leser mit den Gegen- 
ständen, die zu beweisen sind, wohl verti'aut machen. Ich habe Schüler 
gekannt, welche mathematische Sätze ieweis&n konnten, die aber noch 
Jahre lang nachher nicht richtig verstanden hatten, was sie eigentlich 
bewiesen hatten. 

Man nehme irgend einen Ausdruck j/ = a -|- bx, wo a und h 
konstante Zahlen sind, so z. B. y — 2 -\- li x. Alsdann setze man 
a: = 0, 1, 2, 3 etc. und berechne die zugehöiigen Werte y. Man 
markiere die diesen Koordinatenpaai'en x, y entsprechenden Punkte 
im Quadratnetz, und man wird finden, daTs sie genau in einer geraden 
Linie gelegen sind. Man nehme weiter )/ = 2 -{- 3 a; oder y ---2 -\- \x 
oder y = 2 — \x oder y = 2 — Sx und wird in allen Fällen wieder 
zu einer Geraden gefühii. Leute, die hiervon etwas verstehen, werden 
ja freilich an diesem Ergebnis von vornherein nicht gezweifelt haben; 
und wer eine praktische Prüfung, ob im Einzelfali die Punkte auf 
einer Geraden liegen, uimötig findet, mag sie unterlassen, obschon 
es der Mühe wert sein würde, bei dieser Pi'üfung zu verweilen. Man 
bemerke wohl, dafe ich in allen Fallen den gleichen Wert des Koeffi- 
zienten « gegeben habe; die Folge ist, dafs alle Geraden etwas ge- 
mein haben müssen. Worin besteht dies? Ich deute nur kurz an, 
dafs a der Wert von y im- a; = ist. 

Jetzt prüfe man die zu den Gleichungen y^2-\-\\x, «/ = 1 -f l|-x, 
«/ = + l\x, 1/ = — 1 + l\x, 1/ = — 2 + l-\x gehörenden Geraden 
und untersuche, was es bedeutet, wenn der Koeffizient b überall der- 
selbe ist. Man wird finden, dafs die Geraden mit demselben b alle 
die gleiche Neigung gegen die a^-Axe haben; und in der That pflegt 
man dieserhalb b als Bichlmigskoeffis't&nten oder Neigungskoeffisienten 
oder auch kurz als „Steigung" der Geraden zu benennen. 

Ist 1/ — ß + bx, 80 entspreche der Absciese x — Xi die Ordinate 
j/ = j/j , und ebenso entspreche der Abscisse x ^ Xj^-'f- 1 die Ordinate 
_y — y^. Man zeigt alsdann leicht y^ — y^^h. Somit ist das, was 
ich als „Steigung" einer Geraden bezeichnete, der Höhenunterschied für 
zwei Stellen mit der Horizontalentfernung 1. Wenn wir übrigens sagen, 
dafs eine Strafse eine Steigung von ^ oder eine solche von 1 zu 20 
habe, so meinen wir damit, dafs auf 20 Meter Strafsenlängo 1 Meter 
Steigung komme. Dann ist ' der Sinu:^ des Neigungswinkels der 
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I. 12] Steigung einer Geradeu. 17 

Strafse gegen eine horizontale Ebene. Man beachte, dafs demgegen- 
über die soeben definierte „Steigung" einer Geraden in anderer Weise 
gemessen ist. Offenbar ist nämlich die „Steigung" einer Geraden in 
unserem Sinne gleich der Tangente des Neigungswinkels der G-eraden 
gegen die horizontale Gerade. 

Verfolgen wir Jetzt allgemeiner die durch y ^ a -^hx gegebene 
Gröfse y in ihrer Abhäi^gkeit von der Variabelen x, so bemerken 
wir, dafs das Verhältnis des Wachstmm von y zum entspreclmnden 
Wachstum des x konstant ist; dieses Verhältnis ist in der That durch 
die „Steigung" b unserer Geraden direkt gegeben. Wir geben ohne 
nähere Aiisführung an, dafs man für das fragliche Verhältnis die 
Bezeichnimg -r^ braucht. Man wolle diese Bezeichnung hier aber 
nur erst als ein Symbol für die Steigung unserer Geraden auffassen; 
jedenfalls hüte man sich Ton vornherein, dafs man nicht etwa -r- 
im Sinne von ^— fafst. Man halte fest, da£s, wenn y ^ a -\- hx ist, 
-ß- = i folgt; aus -j— = b wird sich umgekehrt y = A -\- hx ergeben, 
wo Ä eine beliebige Konstante bedeutet. 

Eine hehebig gegebene Gleichung ersten Grades zwischen x und 
y wie Asc + By = C mit konstanten Koeffizienten Ä, B, C kann 
in die Gestalt y^--^ — -^x gesetzt werden; es handelt sich also hier nm 
die Gerade, welche die „Steigung" —-5- besitzt, und weiche durch den 
Punkt da' Koordinaten a; = 0, J/ = d oder, wie wu- kurz sagen, 
durch den Punkt (0 „-) hindurchläuft. So läuft die 



Ax-\-2y = 5 durch den Punkt (0, 2|) und hat die i 
Hier wird also y abnehmen, wenn x wächst. Der Leser wolle sieh 
die Gerade von der Gleichung y ^2\ — 2x ziehen und sich den 
Unterschied zwischen ihr und der Geraden 1/ = 2|- + 2^ klar machen. 
Man vei-anschauliche sich, was man unter einer positiven und was 
unter einer negativen „Steigung" zu verstehen haben wird. Maii 
ziehe sich auch einige gekrümmte Linien und beurteile nach Augen- 
mafs nähenmgs weise die Steigung an den einzelnen Stellen derselben. 

13. Aufgaben über die gerade Linie. 

1) Gegeben sei die Steigung einer geraden Linie. Man wisse 
aufserdem, dafs dieselbe durch den Punkt der Koordinaten x =■ ?>, 
y = 2 hindurchläuft. Welches ist die Gleichung der Geraden? 
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18 Aufgaben über die gerade Linie. |I. is 

Ist die Steigung z. B. 0,35, so lautet die Gleicliüng ^ = « + 0,353:, 
wo a noch linbeliannt ist. Da jedoch der Punkt (3, 2) auf der 
Geraden liegt, so gilt 2 = a + 0,35 ■ 3 oder a = 0,95, und also ist 
die gesuchte Gleichung y = 0,95 + 0,30 a;. 

2) Welches ist die Steigung irgend einer Geraden, die senkrecht 
zur Geraden y == a -\- hx verläuft? 

Es sei AS in Figur 5 die 
gegebene Gerade, welche die Axe 
OX in C schneidet; dauu ist 
l = tang -^ sex. Verläuft die 
Gerade JOE senkrecht Kur Geraden 
AB, 80 ist ihre Steigung: 

tang BEX = -- tang DE C 

= -cotgBÜE=-l- 

Hiernach ist y = A t- X 

die allgemeine Gleichungsform für 
alle Geraden, welche die Gerade 

)/ = ts + 6a; senkrecht sehneiden; die Konstante A kann noch jeden 

beliebigen Wert arLuehmen. 

3) An weicher Stelle Bchneiden sich die beiden Geraden der 
Gleichungen Ax + By+C^O und Mx -\- Ny + S ^Q"^ 

Offenbar in dem Punkte, dessen Koordinaten x, y beide Glei- 
. befriedigen. Wir haben also hier mit einer Aufgabe der 
Algebra zu ihun, nämlich mit der Auflösung zweier 
linearen Gleichungen nach zwei Unbekannten. 

4) Sind tang a und taoig j5 bekannt, so ist es leicht tang(ß — /3)> 
zu finden. Sind somit zwei Gerade y=a-l-'b3^ und y — m-^nx ge- 
gebenj so kann man leicht den Winkel zwischen ihnen bestimmen. 

5) Die Gerade y = a -\- ix möge durch die Punkte (1,2) und 
(3, 1) hindurchlaufen. Wie grofs sind a und i f 

G) Eine Gerade y == a -]- hx steht senkrecht zur Geraden 
i/ = 2-|-3a und lauft durch den Punkt (1 1) \\elrhes smd di« 
Weite Ton a und b/ 

14. Vun dei Aufftcllnng empiii&clier Formeln 

Haben wjr mi Labaratcnnm Mesaungeii mgeatellt ulei zwei Üröf'ic i die 
von einander abhängen so mögen wu nna in emer Tafel die korrespondierenden 
Werte beider TanabPlen zusammengMtellt haben Wünschen wir zu wissen, ob 
eine emfathe Beziehmitf zwHchcD. Inden Vanabelen besteht so träfen wir uns 
untPr zwe:,kmär3igpr Auswahl de« Mafastabs he znaammengeböngen Wertepaare 
als Koordinaten yon Punkten m das Quadiatnetz ein Giebt es eine 7iemhoh 
regelmafaig verlaufende Kuive welche Lei Btichtung der Möglichkeit dafi steh 
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Von der Anfstellnng empiriaclier Povmeln. 



BeobacttungafeMer eingeEcUiehea haben, dttrch alle Punkte lundurchzulaufen 
scheint, so snchcn wir nach einer Formel y=^f(x)^ welche diese Kurve dar- 
stellt, und -welche 1511: demnach als den analytaschen Ausdruct dea zwischen 
den Variabelen x und y bestehenden GeaetECa benutzen können. 

Scheinen die Punkte sSmtlich auf einer Geraden zu liegen, so wird man 
mit einem gespannten JFaden die am meisten wairBcheinliche Lage derselben 
ausfindig machen. Es giebt eine Tunständliche algebraische Methode, diejenige 
Gerade an finden, welche die Lage der Punkte mit kleinstem Pehler hefeit; 
aber für die meisten technischen Zwecke ist die genannte Mafsregel mit dem 
gespannten Faden hinreichend genau. 

Seheint die Kturvc einem Gesetze wie y ^^ u -\- 6«' zu folgen, so wolle 
man y nnd die Quadrate x' der beobachteten Mafazahlcn x als Punktkoordi- 
naten abtr^en und sehe nach, ob die entspringenden Punkte auf einer Geraden 
liegen. Scheint die Kurve einem Gesetze wie : 



<" " - T+Ti 

ZU folgen, das auch in die Gestalt --- + by — u gekleidet werden kann, si> 
teile taan die einzelne Mafeaahl y dnroh das korrespondierende x und nenne den 
Quotienten X. H"un trage man X und y im Quadratnetz als Koordinaten ab; 
länft alsdann eine Gerade durch die abgesteckten Punkte hindurch, so haben 

wir solch' ein Gesetz X^ A + JBy oder -^- = Ä -\- By oder y = - , 

eine Gleichung, die offenbar wieder das Gesetz (1) darstellt. 

Auch in vielen anderen Fällen können wir die „Metkode des 
Jf'adens" anwenden, um au prüfen, ob ein Gesetz mit nur awei 1 
Geltung hat. 

So m^ z. B. die Espansionskurve in dem Indikatordiagramm einer Gas- 
maschine betrachtet werden. Pur viele Zwecke ist es wichtig, eine empirische 
Gleichung awischen dem Drucke p und dem Volumen v zu besitzen. Ich habe 
immer gefunden, dafs die folgende Regel pv'= C, wo s und C zwei Kon- 
stante sind, mit einem ausreichenden Grade der Genauigkeit als gültig angesehen 
werden kann. Es ist nicht sehr wichtig, den Wert Ton. C zu kenne»; dagegen 
ist, falls ein solches Geseta besteht, der Wert von s von grofser Bedeutung*). 

*) Ich kenne keinen physikalischen Gmnd für die Annahme, dafs die im Texte 
genannte Formel zutreffend ist. Zuerst dachte ich, dafs vielleicht alle diejenigen 
empirisch gezeichneten Kurven, die ungefähr die Gestalt Ton Hyperbeln haben, 
sich angenähert dem Greaetze yx" = C fügen würden; doch fand ich bald, dafs 
diese Vermutung keineswegs richtig war. 

Im Zusammenhange hiermit sind die folgenden Erfahrungen erwSlmenB- 
wevt. Finden meine Schüler bei der Durchrechnung des im Teste genannten 
Gesetzes, dafs logy und log« als Koordinaten keine Gerade liefern, so zeigt 
sich jedesmal, dafs sie die Gröfse des „schädlichen Baumes" falsch eingesetzt 
haben. Zu grofser bez. an kleiner „schädlicher Raum" liefert Resultate , die 
nach entgegengesetzten Seiten von der geraden Linie abweichen. 

Übrigens ist wirklich bei vielen Rechnungen der Gebranch einer empirischen 
Formel sehr nützlich. Hat man keine solche Formel, so mufs man mit der 
graphisch vorliegenden Kurve selber arbeiten und diejenigen Regeln anwenden, 
nach denen man eine Tangente an die gezeichnete Kurve zieht. Ziu Beur- 
teilung der Ungcnaiugkeit dieser letzteren Methode ist es aber sehr lehrreich, 
wenn man eine Anzahl von Studierenden dieselbe Kurve zeichnen und auf ihr 
dieselben zwei Punkte markieren läfst, und wenn man ihnen dann aufgiebt, 
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Prüfang empirifleher Formeln. 



Um an pi-üfen, 6h jene Regel gilt, trage man loj^p und log v wieder als Punkt- 
koordinaten im Quadratneta auf (wobei man ■ftbrigena die gemeinen Logarithmen 
brauclien kann). Liegen die so gewonnenen Puiüte nahehin in einer Geraden, 
so sehen wir, dafs eine Eelation von der Gestalt: 
logp + siogv = Ü 
gilt, in welcher s und e Konstanten bedeuten; und also gilt unter diesen Um- 
ständen die vorhin angenommene Regel ^^1"^= 0. 

"Wönachen wir eine Formel an prüfen , welche drei -nnabhängige Konstanten 
enthält, so können wir dieselbe oft auf folgende Gestalt i 
(2) Av + Bv -I- Cs = 1 

bringen, wo v, v), z in irgend ein.er Weise x und y eathalten. So haben wir, 

a+bx 
um ^ = Y-r— zn prüfen: 

y + cxy = a -\- bx oder -=^-| xy x ^ ]. 

Hier steht also y an Stelle yon v, xy fSi- mj, und x ist das, was oben ^ MelE. 

Gilt die Gleichung (2), und werden v, w, g als Punktkoordinaten im Räume 
gedeutet, so müssen alle entspringenden Punkte in einer Ebene lie^n. Ver- 
mitteht dreier Seiten eines hölaernen Kastens nnd einer Anzahl von Kngelchen 
an den Enden tob zugespitzten Drahtstiften kann man das direkt prüfen. Um 
die fragliche Ebene wirldich au finden, tauche man die Vorrichtung in einen 
Behälter mit Wasser nnd versuche, ob man die Kugelchen in eine solche Lage 
bringen kann, dafs sie alle in der Wasseroberfläche gelegen sind. Ich habe 
auch eine der daistellenden Geometrie entnommene Methode anr Bestimmnng 
der Ebene in Anwendung gebracht; doch habe ich noch keine Methode ge- 
funden, welche sich mit degenigen des gespannten Padens in den oben betrach- 
teten Fällen an Einfachheit ven^leichen könnte. 

Übrigens giebt es keine ein fnr alle Mal gültige feste Regel, nach weichet 
man die Geltung irgend einer empiriachen Formel für beobachtete Zahlwerte 
prüfen könnte. Auch darf der Lernende nicht vergessen, dafs seine Formel nur 
eine empirische ist, und dafs er mit derselben nicht so umgehen darf, als 
habe er in ihr ein ^Naturgesetz von »bsolnter Strenge entdeckt. 

Gelingt es nicht, eine einfache Formel für ein empirisches Gesetz zu finden, 
so mache man einen Versnch mit dem Ansatae : 

y = a + bx + cx^ + dx" -\- ■ • , 
weil man bekanntlich durch eine solche Gleichung mit hinreichend vielen Gliedern 
kleinere Teile irgend welcher vorgelegten Kurve nähemngsweise darstellen kann. 
Sind in einem Ansdruck mehr als zwei Konstanten enthalten, so können wir 
auch deren Werte in vielen Fällen diu:oh eine sorgiUltige Anwendung der so- 
genannten Methode der kleinsten Quadrate finden. 

Um au nntersuchen, ob der Druck p und die in Celainsgraden gemessene 
Temperatnr ö gesättigten Dampfes durch die Relation; 
(3) p = a(e + p}" 

verbunden sind, hat man die drei Eonstanten «, ß, n zu bestimmen. Der einzig 
erfolgreiche Weg, den ich hierbei habe gehen können, ist der, dafs ich zunächst 

dafs jeder an seiner Kurve in jenen beiden Punkten die Tangenten zieht und 
den Winkel zwischen diesen mifst. Es ist erstaunlich, was für verschiedene 
Linien sie dabei ziehen, und welche verschiedenen Winkel sie erhalten, Maa 
lasse sie tlberdiea noch den Krümmungsradius der Kurve an einer einzelnen Stelle 
messen, und die Resultate werden noch weiter auseinander gehen. 
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ß nEieh. Gtutdünken annelme. leb weifs, ciafs ß nabebiu den Wert 40 hat. 
leb lasse also einen Studierenden mit ß= 40 arbeiten, einen zweiten mit ^ = 4], 
einen dritten loit ^ ^ 39 u. s. w. Daa Ziel ist dabei, diejenige Eelatioa (3) 
aasflndig an machen, welcbe eine möglicbst genaue Darstelltiug der Beziehung 
Kwiechen p und ö liefert etwa im Intervall zwiecben J> =^ ^tg auf 1 qcm und 
p = 10. Derjenige, bei dem sieb die Punkte der Koordinaten x => logp, 
1/ .= log {9 + ß) am genauesten auf einer Geraden anordneten, hatte den besten 
Wert ß benatzt. Diese Methode tann von beanlagten Studierenden noch weiter 
ausgebildet werden*). 

") Bei den praktiBchen Untersuchungen und Beobachtungen des Ingenieurs 
gelangt man oft zu mathematiBcben Aasdrüeken, die man wegen ihrer Kom- 
pliziertheit nicht wokl für richtig halten kannj denn die Naturgesetze sind 
meistens auch mathematisch einfach bu formulieren. Dann kann man aber 
hänfig eine einfache empirische Formel aufstellen, welche die gefundenen Aus- 
drucke (wenigstens innerhalb der in Präge kommenden Grenzen) mit einer ganz 
geringen Abweichung ersetzt. Zuweilen kann sogar eine bo einfache Fnnktioa 
wie a-^ bse oder «" einen komplJBierten Ausdruck mit nm: ganz geringem Fehler 
ersetzen. Einige Gewandtheit in solchen Vereinfachungen kann man sich leicht 
erwerben, besonders bei solchen Berechnnngen, wo einige der Ausdrücke nume- 
risch festeestellt werden können, oder bei denen man von Tornherein mit Zahlen- 
werten arbeitet: 

Aufgabe 1. Von den folgenden, durch Beobachtungen gefundenen Zahlen 
wisse mau, daJs sie einem Gesetze von der Form y = a-\- bx lolgen, aber auch, 
dafs Beobaohtungsfehler in ihnen enthalten sind. Mit Hülfe Ton q^nadriertem 
Papier mögen nun die wahrscheintictsten Werte für a und 6 gesucht werden, 

a; || 2 3 f 4^ 6 I 7 I 9 j 12 13 I 

y I 5,e ! 6,86 ] 9,27 I 11,66 i 12,75 | 16,32 ! 30,25 | 22,33 

Lösung; y =^ 2.5 -j- 1,5a;. 

Aufgabe 2. Von den nachstehenden Zahlen vermute man, dafs sie einem 
Gesetze ron der Form j/ =' — -p — folgen. Man trage die Werte für — und y 

auf Millimeterpapier ein und sieht dann, dafs diese einem Gesetze; ^-\-sy^u 
folgen; so findet man die wahrscheinlichsten Werte für a und s. 



y I 0,78 0,97 I 1,22 0,55 



Aufgabe 3. Zwischen dem Drucke j) [in kg pro qcm) und dem Volumen i) 
eines Kilogramm gesättigten Wasserdampf es (in com) seien esperimentell folgende. 
Beziehungen gefunden: 



1,717 I 0,8960 ■ 0,4673 I 0,2763 ! 0,1807 I 0,1351 
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Berechnung der Steigung einer Geraden. 



[I. 16 



16. Wir haben tiiia nun daran zu erinnern, dafs, falls y=a-\-hx istj 
j^ = 6 gilt, und dafs umgekelu-t aus t^ = ^ sich y = A-i-hx er- 
giebig wo A eine unbestimmte Konstant« ist. 

Wir wollen diese Ajigaben jetzt auf dem Wege der Rechnimg 
bestätigen. 

Es sei y = a + hx. Man wähle einen speziellen Wert x und 
berechne das zugehörige y. Man wähle jetzt den um zlx gröfseren 
Wert X -\- ziXf dem der Wert y + ^y entspreche: 

y + z/j/ = « + i(x-t-z!x). 
Durch Subtraktion der Gleichung y = a -'rix gewinnt man 

z/w =- b^X oder — -^ = Ji- 
und so klein auch ^x und ^y werden mögen, immer ist ihr Quotient 



eich h- 



L- schreiben in diesem Sinne j- = &? wobei wir die Werte 
^x und zly in dem Falle, dafs sie immer kleiner und kleiner werden 
sollen, mit der besonderen Bezeichnung dx und dy belegen. 



D Experimenten, 



Wir tragen nim die BiiggisoJien Logarithmen von p und v auf Millimeter- 
papier ein und suchen nachzuweisen, dals für v und p die Beziehung gilt: 

Anfgabe 4. Die untenstehenden Zahlen sind Resultate v 
deren jedes 4 Stunden dauerte. 

J ist die indizierte Leistung einer Dampfmaschine (in Pferdeslärten) , von 
welcher .B P.S. auf zwei Dynamomaschinen übertragen wurden. Die Dynamo- 
maschinen leisteten eine elektrische Nntzarbeit von E P.S. Pro Stunde wurden 
W kg Dampf verbraucht und C kg Kohlen verbrannt (die Leistung der Maschine 
wurde dnrdi Änderung des Dampfdruckes reguliert). Nun möge man nach- 
weisen, dafs nähemngsweise die folgenden Beziehungen gelten: 



F"— 364 -f 9,55 J"; £-^0,91 



E = 



0,93 i' — 10 ; C = 1,ÖI J - 



J 


s 


i' 


w 


^' 


190 


163 


143 


2180 


332 


142 


115 
86 


96 
69 


1715 


248 


108 


1400 
980 


176 


65 


43 


29 


99 


19 








55Ö 


- 
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16. Bei der Kurve der Pigm- 6 liegt eine positive Steigung 

{Wacitstiim des y mit wachBendem x) in den Teilen AB, DF, HI 
und eine negative Stcignng (Äinahme des y mit waclisendeni x) in 
den Teilen BJ) und J-'H vor. An den Stellen B und F ist die 




Steigung gleich 0; an jeder derselben wird y zu einem Maximum. 
Die Steigung ist gleichfalls gleich bei J) und S, wo jedesmal ein 
Hiniwaui von y vorliegt. Bis zum Punkte E wächst die Steigung, 
von da au nimmt sie wieder ab; bei F hat man einen Wendepunkt 
der Kurve. 

Wünschen wir die Steigung unserer Km-ve an einer Stelle P kenueo 
zu lernen, so wählen wir zunächst nahe bei P einen Punkt F der Kurve. 
(Man stelle eich vor, dafa jenes Eurven- 
stüek PF tausendfach vei^Öfsert in 
Figur 7 gezeichnet sei.) Man setze 
~PS^x, PQ = y; NF-^x + ^x, 
FL^y + ^y, 30 dafs PM^^x, 
FM=^ywiTA. Alsdann ist FM:TM 
oder ziy : Ax die mittlere Steigung 
zwischen P und F. Dieselbe ist 
= taug <t FPM. Man fühi-e nun 
dieselbe Konstruktion für einen Punkt 
F' aus, der näher an P liegt, dann 
für einen noch näher gelegenen Punkt F", u. a. w. Man überlege, 
dafs die Geraden FP, F'P, F" P, ■ ■ ■ sieh mehr und mehr der 
Richtimtf der Tangente unserer Kurve im Punkte P annähern. Es 
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Der Differentialquotient. 



ist nun in jedem Falle Jy : Jx die Tangente desjenigen Winkels, 
welchen die Gerade FP oder F'F oder F"F ■ • ■ gegen eine hori- 
zontale Gerade bildet; und wir erkennen so, dafa wenn wir uns mit 
den Punkten F der Stelle F unbegrenist annähern, die Steigung der 
Kurve oder der Betrag von -^ für die Stelle P gleich der Funktion 
tangens desjenigen Winkels ist, den die Korventangente in F mit 
der positiven X-Axe bildet. Wollen wir somit an Stelle einer rohen 
Beurteilung der Steigung nach Augenmafs, wie wir sie hei Diskussion 
von Figur 6 ausführten, eine genauere Bestimmung der Steigung an 
der einzelnen Steile F unserer Kurve ausführen, so gelten folgende 
Gesichtspunkte. Man bemerke erstlich, dafs die Steigung imabhängig 
von der Lage der X-Aio ist, wenn letztere nur eine horizontale 
Gerade ist; man darf dieserhalb bei Anwendung des entwickelten 
Yerfabrens die X-Axe immer unterhalb desjenigen Teiles der Kurve 
annehmen, für welchen man die Steigung unters\ichen will. Man 
ziehe die Tangente FF. der Kurve (cf. Figui- 6), welche die X-Äse 
in F erreichen m^; dann ist die Steigung einfach = tang -^ FFX. 
Hält man bei der Konstruktion und Bezeichnung der Figui' immer 
an der gegebenen Vorschrift fest, so ist -^ FFX spitz, so lange 
die Steigung positiv ist; dagegen fällt dieser Winkel überall stumpf 
ans, wo die Steigung negativ ist. 

Man wolle fortan daran festhalten, dafs unter „Steigung" einer 
Kurve an einer Stelle das Verhältnis des augenblicklichen Anwachsens 
von y zu demjenigen von x verstanden ist, ' und dafs wir mit dieser 
Steigung nichts anderes meinen als tang -^ FFX (siehe die Figur 6). 
Eben dies ist denn auch die Bedeutung des Quotienten j- oder, wie 
wir sagen, „des Differentialquotienten von y in Bezug anf ^" ; alle 
diese Ausdrücke bezeichnen eine und dieselbe GrÖfse. 

Jeder weifs, was gemeint ist, falls man beim Wandern im 
hügeligen Terrain sagt, die Steigung sei wechselnd, sie nehme ab 
odci- sie nehme zu. In dieser Vorstellung besitzt man aber bereits 
die Grundidee der Differentialrechnung. 

17. Wir alle wissen, was es heifst, wenn wir in einem Eisen- 
bahnzuge sagen, „die Geschwindigkeit sei 60 km pro Stnnde". Meinen 
wir, dafs wir in der voraufgehenden Stunde 60 km gefahren seien 
oder in der nächsten diese Entfernung zui-ucklegen werden? Gewifs 
nicht! Wir haben vielleicht erst vor 10 Minuten den Bahnhof ver- 
lassen, vielleicht mufs der Zug in der nächsten Sekunde infolge 
eines Zwischenfalls halten. Was wir meinen, ist vielmehr dies, dafs 
der letzte Kilometer in einer Minute durcheilt ist oder, noch richtiger. 
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I. 17] Beispiel der Geschwindigkeit. 



die letzte Strecke von 0,0006 km in 0,00001 Stunde, Aber da& 
ist auch noch nicht ganz exakt; wir müssen kleinere und kleinere 
Entfernungen nehmen und jedesmal durch die korrespondierende Zeit 
teilen, erst so nähern wir uns dem genauen Werte der augenblick- 
lichen Geschwindigkeit. 

Für den freien Tertikaien Fall eines Körpers gelten folgende tabel- 
larisch zusammengestellte Angaben über die Fallräume und Fallzeiten. 
Die Zeitintervalle sollen 0,1 bez. 0,01 und 0,001 Sekunden vom Be- 
ginn der vierten Sekunde nach dem Anfenge des FaUens sein; die in 
diesen Zeitteilehen durehmessenen Streoten sind in der zweiten Zeile 
angegeben. Jede derselben, geteilt durch das korrespondierende Zeit- 
intervall, giebt die mittlere Geschwindigkeit während dieses Intervalls. 



Zeitintervall ia Sekunden 0,1 



Mittlere Geschwindigkeit 



0,01 



0,001 



Wir sehen, dafe, je kleiner das Zeitintervall zu Anfang der vierten 
Sekunde nach Beginn des FaUens gewählt wird, sich die mittlere Ge- 
schwindigkeit während dieses Zeitintervalles um so mehr dem genauen 
Werte der Geschwindigkeit am Ende der dritten Sekunde annähert, 
welche noch genauer gleich 29,435 Meter pro Sekunde ist. 

Die richtige Geschwindigkeit zu irgend einer Zeit können wir 
finden, falls wir das Gesetz zwischen dem Fallraume s und der Fall- 
dauer tj wie es sogleich augegeben werden soll, kennen. Dieses wohl- 
bekannte Gesetz des freien Falles lautet: 
s = 4,905 . fA 

Hat t irgend einen gegebenen Wert, so können wir das zugehörige 
s berechnen. Nimmt jetzt t einen etwas gröfseren Wert t+Jt an 
(hier ist zlt ein Symbol für ein kleines Zeitteilchen, keineswegs ist 
z/ ■ t gemeint, was etwas ganz anderes ist), und nennen wir den zur 
Palldauer t-^zlt gehörenden Fallraum s + ^s, so ist: 

s + js — 4,905 - {t + Jty oder = 4,905 ■[f + 2t-^t+ {^if]. 
Durch Subtraktion folgt Js = 4:,90b • [2t-^t + (Jt)^; und diese 
Formel erlaubt uns, die Strecke zJs, welche während des Zeitinter- 
valls von i bis t + Ji din:ehmessen ist, genau zu berechnen. Die 
mittlere Geschwindigkeit während dieses Intervalles ist ^s:^t oder: 

^. = 9,81 ( + 4,905 z/i. 



yGoosle 



26 Der Differeatialquotient als Grenzwert. [I. 17 

Man bemei-ke, dafa diese Formel, abgesehen von den nui- auf 
2 bezw. 3 Dezimalstellen angegebenen Koeffizienten, exakt ist; irgend 
eine weitere VernacMässigung ist bei ihr nicht vollzogen. 

Wir gelangen min zum wichtigsten Grundbegriife unserer Be- 
trachtung: wird Jt kleiner und kleiner, so nähert sich — mehr 
und mehr dem Wei'te 9,81 i an, da das andere Glied 4,905 ^i 
kleiner und kleiner ansfäUt; in diesem Sinne sagen wir, dafs beim 
Grenzübergänge -lt genau gleich 9,81 • t werde. Der Grenzwert 
Ton — bei kleiner imd kleiner werdendem z/( wird durch -tt be- 
zeichnet und iat das „Verhältnis des Anwachsens von s zu dem 
von (" oder der „Differentialquotient" ron s inbezug auf (; physi- 
kalisch gesprochen hei&t derselbe die „Ueaehwindigkeit zur Zeit t". 

Es iat eigentlich gar nicht so schwer, den Begriff des „Grenz- 
wertes" aufzufassen. Man begegnet der Meinung, dafs die angegebenen 
Formeln nur näherungsweise richtig seien. Viele kommen zu dieser 
Auffassung, weil ihre Lehrer Ausdrücke brauchen, wie „man ver- 
nachlässige 4,905 ■ ^t, weil dieser Betrag klein ist" oder sie sf^en 
gleich ohne jede mihere Erklärung des Grenzbegriffs „man lasse dt 
einen unendlich kleinen Zuwachs der Zeit bedeuten"; und trotzdem 
dividieren sie eine andere GrÖfse dadurch. Sie zeigen damit, dafa 
sie, wenn sie auch das Alter des Methusalem erreichen mögen, 
niemals die klare Auffasaung, welche den wissenschaftlich durch- 
gebildeten Ingenieur macht, erreichen werden. 

Eine andere Unklarheit haben die verschuldet, welche aagen: 

-jnan setze z/( = 0: dann hat -r: oder -7- den und den Wert". Die 
"^ ' ^t dt 

genaue Aus drucks weise ist: „falls ^t ohne Ende kleiner und kleiner 

wird, nähei-t sich — mehr und mehr dem Grenzwerte 9,81 ■ t"; und wie 

ich schon ausführte, benutzt man den wichtigen Begriff der Grenze 

in praxi tagtäglich. 

Falls wir aus dem Gesetze, welches s und ( verknüpft, den Wert 
^2 oder die Geschwindigkeit bestimmen, so sagen wir, dafs wii- s in- 
bezug auf die Zeit i ditferenzieren. Ist -j- gegeben und s als Funk- 
tion von t gesucht, kehren wir also den Prozefs dei' Differentiation 
um, so bezeichnen wir diese Operation als Integratioil. 

Würde ich eine Vorlesung halten, so würde ich noch länger 
hei der Ausgestaltung des Begriffs eines Verhältnisses, den die Hörer 
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Auafaiirungen itber die Gesch-windigkeit. 



fcereits mitbringen, verweilen und würde noch durch manches 1 
meine Auffassung vei^imiliehen. Aber man nimmt in einer Vorlesimg 
eine Auseinandersetzung noch auftnerksam hin, die in einem Buche 
bereits höchst langweilig wird. Ich mache dicsorhalb aus der Not 
■eine Tugend und bemerke, dafs meine Leser für sich selber meine 
oben entwickelte Auffassang sich vollständig klar veransohaoHcheii 
könnenj falls sie nur ein wenig über dieselbe nachdenken wollen. 
BchHefsIich ist mein Hauptziel, meine Leser dahin zu bringen, dafs 
sie nicht mehr, wie leider noch viele Ingenieure, vor den Differential- 
Tind Integralzeichen, , und ii/dx, Angst bekommen. 



18. Es seien s und t far nge: 
zwar vermöge einer Zahlentabelle 
wegung näher? Man nehme z B 
welches auf der Strecke Fiankfuit Bi 



id eine Bewegung gegeben, und 
Wie untersucht man diese Be- 
das Reichskursbueh zur Hand, 
ie\ nicht weniger als 86 Stationen 



angiebt. Die Angaben der folgenden Tabelle, welche einen auf jener 
Strecke verkehrenden Zug betreffen, sind so zu verstehen: s ist die 
ab Frankfurt zurückgelegte Strecke in km, t sei in Stunden und 
Minuten gemessen. 



4i'6' 'i'^ia' 41^19' 4i'25' 



8,e I 20,3 32,6 I 27,3 1 27,3 



4i'31'(4''36'j4''41' 4''46';4i'63'l b''S' 



Man kann nun nach folgender Methode verfahren: Man trage die 
Werte t (beginnend mit S'^öT") auf einem Bogen Millimetei'papier als 
Abscissen, die Weite s aber als Ordinaten auf und zeichne die durch 
die Punkte (■,, t) hmdurchlaufende Kurve. 

Die bteiguiiii der Kurve au irgend einer Stelle stellt die Gfe- 
schwindigkeit des Zuges in einem Mafsstab dar, welcher von den 
bei s und t benutzten Mafsstäben abhängt. 

Man suche die Stellen auf, wo die G^eschwindigkeit grofs ist, und 
die, wo sie klein ausfällt. Zwischen i=-4''53' und i = 5*'3' ist die 
Geschwindigkeit gleich 0; da hat der Zug eben stillgestanden. Um 
genaue Werte der Gfeschwindigkeit zu bekommen, müfste mau die 
Werte s für aUe Werte der Zeit t geben und nicht nur- für einige 
wenige. Das kann nicht mehr durch eine Zahlentabelle, sondern nur 
noch durch die Kurve gemacht werden. Damit soU jedoch nicht 
gesagt sein, dafs die Tabelle nicht für viele Zwecke brauchbarer sei 
als die Kurve. 
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28 BescUeuiiigmig. [I. 18 

Würde der Zug an irgend einer Stelle halten und dann rttckwäi-ts 
fahren in der Ericlitm^ auf IVankfni-t, so würden wir eine ,^egative 
Steigung" unserer Kurve and damit einen negativen Wert der Ge- 
schwindigkeit gewinnen. 

Man bemerke, dafs die BescMennigniig , als Verhältnis des An- 
wachsens der Geschwindigkeit zum Anwachsen der Zeit, gegeben ist 
durch das Verhältnis des Anwachsens der Steigung unsei-er Kurve 
zum Anwachsen der Zeit. Nichts hindert, in dem eben gebrauchten 
Quadratnetz auch noch eine Kurve aufzuzeichnen, welche uns in 
jedem Augenblick die Geschwindigkeit des betrachteten Zuges dar- 
stellt. Die Steigung dieser nexien Kurve liefert uns alsdann oifenhar 
die Beschleunigung. Übrigens können wir uns freuen, dafs bislang 
noch niemand dem Differential quotienton der- Beschleunigung einen 
besonderen Kamen gegeben hat. 

Wir stellen hier die gebräuchlichen Bezoichnungs weisen zu- 
sammen; 

s und ( bedeuten Weg und Zeit; 

die Geschwindigkeit wird dm'ch v oder -^ odev s in Newtons 
Schreibweise bezeichnet; 

die Beschleunigung ist durch -^r oder jj,^ oder nach Newton 
durch 8 gegeben; 

der Differentialquotient der Beschleunigung würde ,7j sein. 

Man halte daran fest, dafs die symbolische Bezeichnung jr-^ der 
Beschleunigung nicht das geringste mit dem algebraischen Ausdrucke 
^ -i gemein hat. Durch ä^s Symhol ^y,- wird blos zum Ausdruck 
gebracht, dafs wir s zweimal nach der Zeit t diiferenziert haben. 

Wir stellten bereits fest, dafs die Steigung einer Kurve durch 
eine Tangenfcenkonstmktion gefunden werden kann; hiernach ist es 
ein Leichtes, die Beschleunigung aus der Kurve für die Geschwin- 
digkeit zu gewinnen. 

19. Eine andere Methode, die noch besser ist als die auf 
Tangentenkonstruktion gegründete, liefert die Beschleunigung durch 
Rechnung; durch die nachfolgende Tabelle möge diese Methode kurz 
veranschaulicht werden: 
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0,11 
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0,12 


0,07821 


0,0835 




0,13 


0,08525 


0,0704 





In einem noch nicht niilier untersaehten Mechanismus mufste zu 
einem gewissen Zwecke für jede Lage eines Punktes A dessen Be- 
schleunigung bestimmt werden. Bei einer solchen Aufgabe bestimme 
ich in üblicher Art erst seine Geschwindigkeit. Ich zeichne mir des 
besseren Überblicks halber eine Skizze und markiere die Stellen des 
Punktes A in regelmäfsigen Zeitinter¥allen, Daneben gebe ich des 
genaueren in einer Tabelle für den Beginn jedes Z ei tinter vaJIes die 
Länge der durch den Punkt A zurückgelegten Bahn, TOn einem festen 
Anfangspunkt gemessen, und nenne dieselbe s. Würde ich hier die 
Tabelle für die ganze Bahn des Punktes A, bis er seine Anfangs Stellung 
wieder annimmt, wirldich mitteilen, so wäre das freihch noch lehr- 
reicher; aber der Studierende kann sich auch selber eine solche 
Tabelle für irgend einen speziellen Mechanismus anlegen. So mag 
z. B. S die Entfernung eines Kolbens vom Ende seines Hubes sein. 
Natürlich wird ein theoretisch ausgebildeter Ingenieur sich bei dem 
beschriebenen Verfahren nicht aufhalten. Er kennt eine graphische 
Methode, welche ihm für den Kurbelmechanismus alle gewünschten 
GxofsenYerl^ltnisse sofort angiebt. Aber kennt er eine solche Methode 
für jeden möglichen Mechanismus? Und würde es auch nur der 
Mühe wert sein, eine solche graphische Konstruktion für jeden mög- 
lichen Mechanismus auszubilden? Demgegenüber ist die oben skizzierte 
Methode der naturgem'afse Weg, um die Beschleunigung irgend eines 
Punktes in einem Mechanismus zu finden, und ich bin der Meinung, 
dafs sicli ihre Eenutaung auch für den Praktiker empfehlen dürfte. 
Für den Anfänger ist sie unschätzbar. 
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Jetzt sei die Masse des Körpers, dessen Oentrum A die be- 
trachtete Bewegung beschreibt, gleich tn (d. i, das Gewicht des Körpers 
in Kilogramm, geteilt durch die BeschlenHigniig g der Schwere)*). 
Multipliziert man alsdann die gefundene Beschleunigung, gemessen 

*) Ich habe an anderer Stelle die Gründe ausemandergeaetzt, wanun ich in 
Büchern, die fär Ingenieure bestimmt sind, die technische Einheit der Kraft, 
das Kilogramm gebranche, und nicht die Djne. Übrigens ist das technische 
Mafssystem ebenso^t ein lAsölutes., wie das O.G.8. -System. Ich wende ea seit 
zwanzig Jahren bei meinen Studenten an, und erreiche damit, dafs ihnen ihre 
Mechanik nicht eine blofse Bücherweisheit bleibt, sondern auf die in der 
technischen Praris auftretenden Fragen pafst, wie ein Handschuh auf die Hand. 
Dem Elektrotechniker ist das C.G.S.-S^atem awar ziemlich geläufig; aber mit 
dem Bauingenieur und Maschinenbauer in Djnen und Ergs bu rechnen, ist etwa 
dasselbe, täs wenn man in einem Laden chinesisch sprechen wollte. 

Im technischen Mafssystem ist die Sekunde die Einheit der Zeit, das Meter 
die Einheit des Weges nnd das Kilogramm die Einheit der Kraft. Um den 
unterschied gegenüber dem physikalischen Mafssystem noch besser zu kenn- 
zeichnen, will ich hinzufügen: Als Einheit der Masse gilt diejenige M^se, 
welcher die Kraft 1 kg die Beschleunigung von 1 j- erteilt. 

Diese Masseneinheit, deren Gewicht in tmseren Breiten 9,81 kg beträgt, 
hat übrigens keinen besonderen Namen; denn die Masse eines Körpers an sich 
interessiert den Ingenietu nicht; sie ist fär ihn Hofs ein Reehnungsbegriff. 
Unsere Eegel lautet einfach so: Bei allen Rechnungen der technischen Dynamik 
dividieren wir das Gewicht eines Körpers [in kg] durch 9,81. Dann erhalten 
wir seine Masse in technischen Einheiten, d. h. in solchen Einheiten, dafs die 
Endresultate für Kraft, Geschwindigkeit, Besohlennignng etc. wieder in dem in 

der Technik gebräuchlichen Mafa anftreten (kg, - — , ^ , etc.). 

Benntat man dies technische Mafssystem nicht, so mufs man jedes Resultat 
erst noch mit bestimmten Koeffiaienten multiplizieren oder dividieren, um es 
dem Praktiker überhaupt veratändlich zu machen. 

Man kann die Kraft auch deuten als den Qnotienten aua einer ge- 
leisteten Arh^i (in mkg) und der zugehörigen W&glimge (in m), oder als Quotient 
einer erzeugten oder zerstörten Bewegungsgi-öfse und der dazu verbraTteht*n Zeit. 

Beispiel 1. Ein Hammer von l kg Gewicht fäDt mit einer Geschwindig- 
keit von 4,00 — und kommt beim Aufschlagen in 0,001 Sekunden zur Ruhe. 

Wie grofs ist die mittlere Kraft des Stofees? Hier ist die Masse r-^ = 0,1 ; die 

zerstörte Bewegungagröfse (Produkt von Masse und Geschwindigkeit) ist 0,4. Nun 
ist die Kraft gleich der pro Sekunde vernichteten Bewegungsgröfse, und also ist 

:em Falle die mittlere Kraft gleich 0,4 : 0,001 = 400 kg. 

iispiel 2. Aua einer seitlichen Öffnung eines Wasserbehälters tritt ein 

Strahl vom Querschnitt 0,001 qm mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 4,00 — - 
(relativ zum Behälter). Welche Reaktionskraft übt dieser Strahl aus? ^^'^ 

Es treten hier pro Sekunde 0,004 cbm, d. i. i kg Wasser ans. Die Masse 
dieses Quantums ist 4:9,81 = 0,4, woraus sich die Bewegungs^öfse zu 0,i-i^l,6 
ergiebt. Diese pro Sekunde erzengte Bewegungsgröße liefert uns direkt den 
Keaktinnsdrnck auf den Behälter in kg. 

Der reifere Leser wird leicht erkennen, dafs die Reaktionskraft unabhängig 
davon ist, ob der Behälter sich bewegt oder nicht. 



y Google 



I. 19] Differentiation von ok'. 31 

in m : (sec)^, mit m, so gewinnt man die auf den Körper ausgeübte 
Kraft, welclie seine Geschwindigkeit vergröfsert. Die Krafteinheit ist 
das Kilogramm. 

20. Wir betrachteten bereits den freien Fall der Körper, bei 
welchem Fallraum und Zeitdauer durch das Gesetz s~jgt^ ver- 
bunden waren, wo g die Beschleunigung durch die Schwere bedeutet 
(ß =- 9,81 — i). Aber es gieht noch viele andere Gröüsenpaare, welche 
durch ein ähnliches Gesetz verknüpft sind, und ich will dasselbe 
allgemein: 

schreiben. Man wähle einen speniellen Wert a, etwa a = ^- So- 
dann setae man der Iteihe nach a; = 0, 1, 2, 3, ■ ■ ■ und berechne die 
zagehörigen Werte von y. 

Man markiere die korrespondierenden Punkte (x, y) im Quadrat- 
netz. Dieselben liegen auf einer Parabel. Püi- irgend eine SteUe 
der Kurve, etwa für a; = 3, bestimme man durch Konstruktion der 
Tangente die Steigung derselben (die wir durch -,-- bezeiebnen) und 
führe dasselbe bei a; = 4, a; = 2, ■ ■ ■ aus. Man zeichne sodann eine 
neue Kurve, indem man für die einzelnen Abscissen x jetzt die eben 
berechneten Werte A&c Steigung -^ als Ordinaten abträgt. Diese 
Kurve zeigt unmittelbar (vermöge der Lange der einzelnen Ordinate),, 
wie grofs die Steigung der zuerst betrachteten Kurve ist. Man zeichne 
etwa die eine Kurve schwarz, die andere rot. Man stelle fest, daf& 
die Steigung unserer Kurve sa irgend einer Stelle das Produkt von 
2» und der zugehörigen Abseisse x ist. 

Letzteres ßesultat können wir auch rechnerisch gewinnen. Eiaem 
ersten Werte x entspreche y. Wählt man jetzt die Äbscisse etwas 
gröfser, etwa gleich x-\-Jx, so sei die zugehörige Ordinate y-j-i^y. 
Wir haben alsdann: 

y -\- z}y = a{x + zJxy = a[x- + 2x-^x-\-(^x'f\. 
Subtrahiert man hiervon y = ax^, so folgt: 

/ly = a{2x-Jx-\-(/lxy] 
und bei Division mit ^x weiter; 

- -^ = 2ax + a ■ /ix. 
Jetzt stelle man sieh vor, dafs Ax ohne Ende kleiner und kleiner 
wird, und brauche die symbolische Bezeichnung -r^ für den Grenz- 
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wert Ton -T" ■ Wir gewinnen 

wir bereits aus unaeren Kurven ablasen*). 

21. Betrachten wir den Quotienten -^ in seiner Abhängigkeit 
von X und wiederholen den Prozefs der Differentiation, so bczeiehnen 
wir das Ergebnis durch -5-^ und erhalten im betrachteten Beispiele 
2a. Wir wollen diese symbolische Bezeichnung ausführlichst in Gfe- 
brauch nehmen^ ohne dafs wir auf ihre etwas tiefer liegende Be- 
deutung einzugehen brauchen. Ist y eine Funktion von x, so ist 
-j^ das VerMltnis des augenblicklichen Aaiwaclwens von y zu dem- 
jenigen von x\ -3-^ ist das Verhältnis des Anwachsens von -^ zu 
dem von x. Es ist hiemach ^-^ der Differentialqnottent von ^ 
nach X, ebenso wie -r^ der Difi'erenti£d(juotieiit von y inbezug auf 
X ist. 



man integriere -,-- und findet w. 

Ich denke, man wird sieh leicht mit diesen Bezeichnungen und 
Begriffen vollständig vertraut machen. Nur bin ich besorgt, dafs, 

*) In allgemeinen Si/mbolen: Man setze 

wo f(x) irgend eine Punktion voa x bezeichnen soll. Man setze einen speziellen 
Wert X ein und berechue das zugehörige y. Sodann wähle man einen etwas 
gröfaeren Wert x -\- ^x und berechne den zugehörigen Wert y -\- zly, ge- 
geben durch: 
(2) i, + Jy^f(x + Jx). 

Subtrahiert miiu Gleichung (1) von (2) uad teilt durch ^x, so folgt i 

Jy ^ nx + Jx)~f(x) 

Ji, Jx 

Was wir unter -^ -verstehen, ist der firenzwert *on ' ■■ — 

falls Jx ohne Ende kleiner und kiemer wird Daa ist die exakte Definition 
von -j^ , die seibat für schwacher beanlagte Studierende nicht schwer zu fassen 

und lu behalten sein dnrtte Übrigens sieht man leicht, dais dei Difterential 
quotient von a f (a; das a fache dps Differentialciuotienten von / \.X) ist und 
dafs der Differentialquotient einer Summe fix -\- t x) gleich dir Vumme der 
DifEerentiahiuuticntea (on /(t) und Pul ist 
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weim wir andere Buchstaben brauclieii als die a''s und ys, diese Ver- 
trautheit verloren gehen könnte. 
Der Differential quotient von 

ij = a -\- bx -\- ex-, 

wo a, h und c konstante Gröfeen sind, ist 

1| = + & + 2cx. 

Das Integi-ai von 0-\-h + hx inhezug auf« ist Ä + hj: + ^hx^, 
wo A eine willkürliche Eonstante ist. 

Entsprechend ist das Integral von 6 + Is inhezug auf 5 gleich 
A -\-h£ -\- -^ ks' und das Integral von h + ]:v inhezug auf v gleich 
A + iv + lkv\ 

Es ist seht leieht, als Übungsaufgabe ausziireclmeii, dafe die Faaktion 
y^^ax' den Differentialquotienten ~^=3ax' besitzt u ad y^ax^ entsprechend 



dy_ 



AU' das sind Beispiele des aUgcmeinen Satzes, dafs für y ^ a 



der DifFerentialciuotient -~ = nax^" lautet. 

Bei der Berechnung dieser Beispiele halten wir daran fest, dafs doch -— ^ 

den Grenzwert ^ liai?te, und dafs dementsprecliend Jy ^= -j^ ^x eine 

dx ■" dx 

Näherungsfotmel für ohne Ende abnehmende ^cc ist. 

Man schreibt diese Näierungsformel vielfach auch so : 

y + Jy^y + -^^x, 
oder auch 
(11 /■(^ + ^^)_/-(^) + ^^«,. 

22. GleichfÖnnig heschlennigte Bewegung. 

Für eine Bewegung sei die Beschleunigung konstant gleich a: 

\^) dP 

Durch Integration findet man die Geschwindigkeit: 

ils , , , 
V = =J> + at. 

Dabei haben wü- eine Konstante & hinzugefügt, weil ja umgekehrt bei 
der Differentiation die Konstante b den Wert liefert. Es müssen noch 
weitere Angaben vorliegen, damit wir im Stande sind, den Wert der 
Konstanten h anzugeben. In diesem Sinne sei bestimmt, dafs v = v^ 
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sei, wenn (=0 ist. Dann ist offenbar b — V/^, sodafs die Geschwin- 
digkeit gegeben ist durehr 

(2) ,_^^_ „.+ „(, 

Dureli nochmalige Integration folgt: 

wobei man bemerken wolle, dafs wir auch bei dieser zweiten Inte- 
gration eine znmchst nnhefeannte Konstante c hinzuzusetzen haben. 
Um den Wert derselben finden zu können, müssen wir wieder eine 
bezügliche Angabe über die Bewegung besitzen. Möge dieaerhalb zur 
Zeit ( = der Wert s = Sq bekannt sein; dann ist c = S|,, und wir 
haben als vollständigen Ausdruck für die Bewegung; 

(3) s = So + «o*+ia^- 

Durch Differentiation dieser Gleichung erhält man rückwärts 
die Gleichung (2) und durch Differentiation dieser letzteren die 
Gleichung (1) wieder. 

23. Der Studierende ist nun, sobald er differenzieren und inte- 
grieren Icann, folgenden Arten von Aufgaben gewachsen, 

I. Ist s als irgend eine Funktion der Zeit gegeben, so diffe- 
renziere man und findet die Geschwindigkeit für irgend einen Augen- 
blick; man differenziere nochmals und findet entsprechend die Be- 



ll. Ist die Beschleunigung als eine behebige Funktion der Zeit 
gegeben, so integriere man und findet die Geschwindigkeit; man 
integriere nochmals nnd findet den zurückgelegten Weg. 

Man bemerke, dafs bei einer Winkelbewegung oder Drehung s statt 
der zurückgelegten Strecke auch den durchlaufenen Winkel bedeuten 
kann. Man wird unter diesen Umständen statt s besser schreiben. 
Dann ist -j- die Winkelgeschwindigkeit nnd -j^^ die Winkel- 
b eschleunigung. 

24. Übungsbeispiele über die Bewegung mit konstante!' Be- 
schleunigung. 

1) Die Beschleunigung durch die Schwere ist nach unten ge- 
richtet und wird bekanntlich durch y bezeichnet; für unsere Breiten 
ist g = 9,81 -j ■ 

Wird ein Körper zur Zeit f=0 mit einer Anfangsgeschwindigkeit 
Fq vertikal aufwärts geworfen, so soU angegeben werden, wo er sich 
nach t Sekunden befindet. Wird s nach oben positiv gerechnet und 
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gilt s = für ( = 0, so ist die Beschleonigung gleich — p zu 
nehmen, und man hat s ^^V^t — j gt^. (Wir nehmen hierhei an, 
dafs vom Luftwiderstand abgesehen wird, und dais auch die Abnahme 
von g bei gröfser werdendem s aufser Betracht bleibt.) 

Man bemerke, dafs v ^Vf, — gt ist, und dafs v versehwindet, 

falls K— -0^ = oder i=-- zutrifft. Mau bestimme für dieseu 
^ g 

Zeitpunkt den Wert von s. Man hat alsdann den höchsten Pimkt 

der Bahn und die Zeit, welche der Körper braucht, um diesen Punkt 

zu erreichen. 

Wann ist s wieder = geworden? Und welche Geschwindigkeit 

hat der Körper in diesem Augenblick? 

2) Dem eben betrachteten Körper soll neben seiner vertikalen 
Geschwindigkeit jetzt auch noch eine horizontale Geschwindigkeit u^ 
erteilt werden, welche dauernd dieselbe bleibt. Ist x der horizontale 
Abstand des Körpers vom Nullpunkt zur Zeit t, so gilt -jt-j = 0, und 

man hat ^j = '''o '^^'^ "^^ ^ "" ^o^f ^^^ a; = zur Zeit t^O zu- 
trifft. Für die vertikal gerichtete Ordinate j/ des Körpers gelten die 
im ersten Beispiel für s ausgeführten Betrachtungen. Der Ort des 
Körpera ist somit für eine beliebige Zeit t gegeben durch: 

und man ündet durch Ehmination von t: 

wodurch eine Parabel dai-gestellt ist. 

3) Hat der Körper eine Anfangsgeschwindigkeit V ux einer 
Richtung, welche gegen den Horizont unter dem Winkel a geneigt 
ist, so haben wir V- sin a für V^ und V- cos u für m„ in obige 
Gleichungen einzutr^en und können dann mit Hilfe derselben alle 
mogliehen nützlieben Rechnungen über Wurfbewegung ansteUon. 

Man zeichne sich die Wurfbahn, wenn V— 400 — und a = 45" 
gut; desgl. für dieselbe Anfangsgeschwindigkeit und k = 60° sowie 
für «-30". 

25. Kinetische Energie. 

Ein Massenteilchen, dessen Masse wir m nennen, habe zur Zeit 
( ^ die Geschwindigkeit v^ und den Ort s ^ 0. Das Teilchen sei 
Angi-iifspunkt einer konstanten Kraft F, welche demselben die Be- 
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schleunigunfT — erteilt. Nach Verlauf der Zeit t hat man fiir Ge- 
schwindigkeit und Ort, wie im vorigen Falle: 

(1) ^-^0 + 1^. 

(2) s = + v,t + ^^t\ 

Die letztere Gleichung können wir auch so schreiben 

vermöge der ersteren Gleichung folgt daraus leicht s = -f i (^o + 1>), 
worin dei' Satz enthalten ist, dafs die mittlere Geschwindigkeit in 
irgend einem Zeitintervall gleich dem arithmetischen Mittel aus der 
Anfangs- und Endgeschwindigkeit ist. 

Legt nun das Massenteilchen den Weg s zurück, so hat die 
Kraft F dabei die „Arbeit" F-s geleistet. Berechnet man F aus (1) 



zu F = {y — Vq) - und multipliziert mit s, so finden wir als Gröfse 
der geleisteten Arbeit |-m(»i^ — w^^); hier haben wir den im bewegten 
Körper aufgespeicherten Arbeitsvorrat als Funktion der Geschwindigkeit 
ausgedrückt. In der That wächst infolge der geleisteten Arbeit der 
Ausdruck \ mv^ bis auf \mv'^ an; wir bezeichnen in diesem Sinne 
\ mv^ als die Jdnetiscke Energie des Massenteilchens. 

Man kann diese Verhältnisse auch so dai^tellen: Dae betrachtete 
Massenteilchen m habe zur Zeit t die Geschwindigkeit v und lege 
während des nächstfolgenden Zeitteilchens Jit den Weg z/s zurück, 
wobei während z/f infolge Einwirkung einer Kraft F die Geschwindig- 
keitszunahme Jv stattfinde. Nun ist die Kraft F gleich dem Produkt 
der Masse m und der Beschleimigimg: 

F = m —T , und z/.s- = v ■ z/i, 
so dafs 

F- ^s= mv^t-^=^m-vztv = ^F; 

wir verstehen hierbei unter zfF den während der Zeit ^t eintretenden 
Zuwachs der kinetischen Energie des Massenteilchens und haben also 
-— = mv. Indessen werden die hiermit entwickelten Gleichungen 
erst exakt, wenn z/s, ^f, ■ ■ ■ ohne Ende klein werden: Es folgt 
somit -j- = nw oder in Worten: „Der Differentialquotient von E 
inbezug auf v ist mv". Integrieren wir jetzt inbezug auf 'i>, so folgt 
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^ -f- c, WO c eme Konstante ist. Man wird i 
am ü = ist; dann ist c = 0, und wir haben: 



Man übe sich nocli weiter im Differenzieren und Integrieren für 
den Fall, dafs die Variabelen nicht x und y lieifaen. Gegenwärtig 
hatten wii- ^, wo früher -p stand. Hatten wir -^=^mx gehabt, 
so wäre es gewiis leichter gewesen, auf y = ^ mx^ + c zu schliefsen; 
doch inufs man sich frei machen von der Schwäche des Anfängers, 
immer nnr mit x und y diiferenzieren zu können. 

26. Übungsbeispiele. Hat eine auf Zug beanspruchte Spiral- 
feder durch eine Kraft F die Verlängerung x erfahren, so ist x^ — , 
wo a den Widerstand der Feder gegen Verlängerung bezeichnet. 
AJlgemein wird maji hier als die hei Verlängerung der Feder um /ix 
geleistete Arbeit das Produkt der Kraft und der Verlängerung zlx 
ansehen. Es wachse nun die Kraft stetig von Null bis F und ent- 
sprechend die Verlängerung von Null bis x. Welches ist die Span- 
nungsenergie, die der Feder dadurch mitgeteilt wird? 

Der Gewinn an Energie beim Übergange von x zu x-\-Jx ist 
^E — F ■ zlx; hieraus folgt, wenn wir für F seinen Wert ax ein- 
setzen, die genaue Gleichung t— = F = «a: und damit für die Energie 
E = ^ ax^ + c. Ist nun wieder E = für X = 0, so ist C = 0, 
so dafs die aufgespeicherte Energie gegeben ist durch: 
(1) F = iax^^^F-x. 

Bemerkenswert ist der Fall, dafs eine Masse M am freien Ende 
einer Spiralfeder vertikal schwingt. Befindet sich die Masse im 
Abstände x von der Ruhelage, so ist die potentielle Enei^ie ~ ax^ 
und die kinetische Energie jMv^. Die Gesamten ergic ist sonach 

Ist eine Kraft F dazu erforderlich, einem elastischen Stabe die 
Verlängerung oder Verkürzung x zu erteilen oder einer Stange die 
Durchbiegung x zu verleihen, und ist dabei F ^ ax, unter a eine 
gewisse Konstante verstanden, so ist die im Stabe aufgespeicherte 
Spannangsenergie oder potentielle Energie immer jax^ = ^F- x. 

Wenn entsprechend ein Drehmoment T nötig ist, um einen Stab 
oder eine Spiralfeder oder dergleichen um einen Winkel 6 zu verdrehen, 
und wenn dabei T = aO gilt, unter a eine Konstante verstanden, so 
ist die gesammelte Spannungs- oder potentielle Energie -| «Ö^ = \ TO. 
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Erweitertes Ohmsches Gesetz. 



Ist T in cmkg und in Bogenmafs 
das Resultat in cmkg. 

Geleistete Arbeit = Kraft • Weg oder = Drehmoment • Winkel. 

27. Hat der Leser einige Kenntnisse in der Elektrizitätslelire, 
so wolle er das in der Formel: 

(1) F=BC+i.?f 

zum AusdriicJi kommende erweiterte Ohmsclie Gesetz in Worte Icleiden. 

Wenn K (Anzahl der Ohm) und L (Anzahl der Henries) iron- 
stant bleiben, und wenn die Stromstärke C und ihr Diff'erential- 
quotient nach der Zeit -jr bekannt sind, so läfst sich die elektro- 
motorische Kraft V aus (1) bestimmen. Ist andrerseits das Gesetz 
der veränderhchen Spannung Y bekajint, so mufs es sicherlich ein 
Mittel zur Bestimmung der zugehörigen ■veränderlichen Stromstäjrke C 
geben. Hierbei bedeutet L die auf der Selbstinduktion der Leitung 
beruhende gegenelektromotorisehe Kraft in Volt für die Stromänderung 
von 1 Ampfere pro Sekunde. 

Ist der Strom in der primären Spule eines Transformators und 
damit also auch die Induktion im Eisenkern unTeränderlich, so tritt 
überhaupt keine elektromotorische Kraft in der sekundären Spule 
auf. In der That ist die elektromotorische Kraft in der letzteren 
Spule in irgend einem Augenblick gleich der Anzahl der Windungen 
dieser Spule, multipliziert mit dem auf die Sekunde bezogenen Zu- 
wachs der Induktion. Dieser sekundliche Zuwachs Ton J ist aber 
das, was wir als Differentialquotient der Induktion J nach der Zeit 
bezeichnen. 

Freilich ist L nur dann konstant, wenn entweder gar kein 
Eisen Torhanden ist, oder wenn die Induktion im Eiaeji nur gering 
ist; denn die genauere Gleichung ist: 

<2) V=BC+N^- 

Indessen hat man gefunden, dafs für die Praxis die Formel (1) mit 
konstantem L fast für alle Anwendungen ausreicht. (Vgl. Ai-tikeJ 183.) 



leider voraussetzen, data der Leser den binomische« Lehrsatz kennt, 
wie er zum Ausdruck kommt in der Formel: 



yGoosle 



I. 28] Differentiation von x". 39 

Man findet leicHt durcli direkte Äusreclimmg, dafe diese Formel 
für M = 2, 3, 4, 5 thateächlich richtig ist. Nimmt man jedoch « = f 
oder -| oder gleich einem anderen Bruche, oder ist n eine negative 
Zahlj so thut der Leser vielleicht besser, einfach meiner Versicherung 
zu glauben^ dafa die angegebene Formel des Binomialaatzes, solange 
nur — ein ecAfej* Bmcb ist, in Gültigkeit bleibt. 

Immerhin ist es gut, die Bedeutung dieses Theorems durch Be- 
arbeitung einiger Beispiele sieh klar zu machen. Man wähle erstHeb 
M = 2, dann w = 3, « = 4 u. s. w. und verifiziere die Formel direkt 
durch Ausmultiplizieren. Hierauf setze man « = -— 1 ; um zu sehen, 
ob die in diesem Falle von der rechten Seite unserer G-leiehung 
gelieferte Reibe wirkheb zutreffend ist, erinnere man sich, dafs 
(x + i)~ ^ = . . ist, und dividiere einfach nach der Hegel der Ele- 
mentarmathematik mit iK + ö in 1. Die entspringende Reihe ist für 
die vorhin angegebene Bedingung ~1< — <+! in der That eine 
konvergente. 

Wir wollen nun mit unserer neuen Funktion ax" genau so 
operieren, wie oben mit ax^. 

Liefert die Zunahme ^x von x für die Funktion y den Zuwachs ^y, 
so finden wir auf Grund des binomischen Lehrsatzes: 

y + ^y^a(x + Jxf = 

«[a;"-]-«-^3;-a:''-^ + ^~^* ■ {Axf ■ af-'^ -\ ], 

wo die ausgelassenen Gheder höhere Potenzen von Ax enthalten. 
Durch Subtraktion von y ^ axf und Division durch ^x findet man 
weiter: 

Nimmt nun Ax ohne Ende gegen Null ab, so helmlt nur das ei^te 
Glied rechter Hand einen von Null verschiedenen Wert, während die 
übrigen Glieder, die die Faktoren Ax, Ax^, Ax^, . . . aufweisen, die 
Grenze Null besitzen. Auf diese Weise folgt*): 



*) Ich bm yoa veibi hiedeneu Seiten dirauf a,uhiierk3a,m gpm^cht worden, 
daJs ich einen Beweib der im. Teste abgelpiteten Eegel ohne Benutzung des 
binomiai,hen Lehrnatzes hatte geben und den letzteren Lehrsatz dann emiach 
spitPrliin als Spezialfill der T*iTli:r=Lhen Eeihe hitte bringen aolleii Bei iller 
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Differentiation v 



So ist der Differential quotient von x^ gleich Qx^, derjenige von 'X^^ 
ist 2^3:^^, derjenige von x~^ aber — jX~^. 

Die Bestimmung des Differentialquotienten einer Pmiktion heilst 
Differentiaiion Aßrs&Wi&a.. Ist dagegea -, - gegeben, so heilst der Über- 
gang zu y Integration. Die Worterltlärang dieser Benermimgen „Diffe- 



Hochachtimg vor der Erfahrung meiner Kritiker glaube ich doch, dafs i 
Methode die bessere ist; wenn mir auot hewifst ist, dafs der Leser me 
den Beweis des binomischen Satzes noch nicht kennt, so scheint mir doch die 
Annahme zulässig, dafs ihm der Inhalt dieses Satzes nicht unhekannt gehliehen 
ist. Will man aber den binomischen Satz durchaus umgehen, so scheint mir 
folgender Entwicklungsgang am einfachsten: 
"Wir setaen: 

1) Es sei 11 eine positive ganze Zahl; alsdann gilt: 

a^ — X x■^ — X IT^l T^l T^ 

ToUaiehen wir nun den Grenzübergang, dafs äx uneudlich klein wird, so 
wird «I schliefslich gleich x. Die linke Seite der letzten Gleichung wird - -, 
und der Ausdruck auf der reckten Seite enthält n Glieder, die eäjntlieh gleich 
a;"~* werden, sodafs wir -^^n«""^ erhalten. 

2) Ist « ein positiver rationaler Bruch, so setze man »i = -■ , wo ' und m 
positive ganze Zahlen sind. Dann gilt: "' 



a- _a, — X —X s'n ,"" 




;, ic™ = ä, , a; = 3"", s:^ — «™ setzen. Sun 


wird: 


n 'i-'' lim (".-')W''+«^''+- 


■ + .'-') 


4"-s- (j,-.)(«i»^'+!;""'«+- 


.. + ,-')■ 


i, u"^ 1 ,-„. ,,^I-' ^j.- 





dann ni wieder positiv ist. Man hat n 
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I. 29] Integration von x'\ 41 

rential" und „Inteffral" dürfen wir übergehen; dieselben sind für ims 
einfacli technische Ausdrücke. 

Dnreh Differentiation von ax" findet man naxf~\ Integriert 
man somit nax""*, so folgt ax" + c. Wir haben nämHch immer 
eine additive Konstante bei der Integration hinzuzufügen. 

Häufig benntzen wir die Bezeichnungen: 

- (aa^) = nax"~\ und Jnaaf~'^ ■ dx =^ ax". 

Man beachte, dafs wir das lutegr alz eichen j vor und den Faktor dx 
hinter die Funktion setzen, welche in Bezug auf x integriert werden 
soU. Beide Bestandteüe dürfen in den Integralformeln nie fehlen. 
Der Leser wolle sich an dieser Stelle noch keine GJedaziken darüber 
machen, warum man gerade diese Symbole zur Bezeichnung der Inte- 
gration braucht*). 

Der Leser wird noch selber die Erfahrung machen, dafs es nicht 
schwer ist, eine gegebene Funktion zu differenzieren, und dafs sich 
die hierzu nötigen Regeln leicht erlernen lassen. Demgegenüber ist 
man beim Integrieren zunächst aufs Raten angewiesen, und hierbei 

Der zweite Quotient reoiiter Hand liefert zufolge 1) odei' 2) beim Gtrenz- 
^ mcc'"~\ mag m ganz oder gebrociien sein. Alao folgt: 



Die Eegel — ^ — i = nx" ist hiernacli in jedem Falle bewiesen, mag n 
eine ganze oder gebrochene, positive oder negative Zahl sein. 

*) Hat man in einem tecimischen Bureau eine grofee Anzahl einzelner 
Werte zusammenanaälilen (wenn z. B. ein Ingenieur die Gewichtazifferu för jeden 
einzelnen Bestandteil eines grolBen Auftrages summiert, um die Frachtkosten 
au eimittela), so bezeichnen wir wohl diese Summe durch das Symbol Zw, 
wobei w die Einzelgewichte bedeutet. Wollen wir aber eine Summe im- 
endlieh vieler ■unendlich Meiner Gröfsen bezeichnen, so wenden wir an Stelle 
von S das lan^ezogens S in der Gestalt J an. Daraus würde hervorgehen, 
dafs ein Integral als eine Summe jener Art angesehen werden kann. In der 
That, verstehen wir unter y die Ordinate einer Kurve, so ist y ■ dx der Flächen- 
inhalt eines gewissen sehr schmalen Streifens von der Grundlinie dx rmd der 
Höhe y, und Cy dx würde dann die Summe nnendlich vieler solcher Streifen 
darstellen, welche eine gewisse endlich ansgedehnte Fläche bedecken. Oder: ist 
z/m die Masse irgend eines sehr kleinen Teilchens eines Körpers und )■ der 
Abstand dieses T«Jchens von einer festen Axe, so stellt I^r^Jm oder genauer 
fr'dm das Trägheitsmoment des ganzen Körpers inbezug auf die Ase dar. 
letzteres kann man auch so schreiben pr^edV, wenn dV ein Volnmenelement 
des Körpers und a die Dichtigkeit des Körpers iu jenem Elemente ist. 
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Termag uns, so praktisch und geschickt wir auch sein mögen, lediglieh 
die Erfahrung zu leiten. Die Integration ist keine direkte Operation, 
für die es eine ein für allemal gültige Rechnui^sregel gäbe; man 
mufs vielmehr immer an bereits bckamite DifFerentialformeln an- 
knüpfen und diese in Integralformeln umkehren. Es liegt hier in 
dieser Hinsicht ähnlich wie hei der direkten Operation der Poten- 
zier unj;; und der dazu entgegengesetzten indirekten Operation der 
Wurzelansziehung. Zum Glück braucht der Techniker nur sehr 
wenige Integrale und zumal nur solche, die wohlhekannt sind. 
SchliefsHch kann er sich ja auch eine ausführliche Tabelle der Inte- 
grale anlegen und sich dann immer auf diese beziehen; hesser ist es 
freilich, wena er die Integrationen selber ausführen kann. 

Dafs man übrigens gerade den Ausdruck nax"'^ integrieren aoll, 
kommt nicht häufig vor. Derselbe war zunächst für die Integration 
besonders geeignet gewählt. Für gewöhnlich hat man hx"" zu inte- 
grieren. Ich behaupte nun, dafs: 

(1) / hx"'dx -j— 

zutrifft. Wie kann man das beweisen? Ich differenziere einfach die 
in (1) rechts stehende Funktion und gewinne bx'^, sodals jene Funk- 
tion thateächlich das Integral von hx^dx ist. Nur müssen wir in (1) 
rechter Hand noch eine Konstante hinzuaddieren, eine beliebige oder 
„willkürliche" Konstante, wie wir sie nennen woUen; in der That ist 
ja der Differentialquotient einer solchen steta gleich 0. Der Leser 
wolle eine Reihe von Beispielen für die Regel (1) durchführen, so etwa 
folgende Funktionen x'', bx^, bx^, ax"^, cx^, ax^ der Integration 
unterwerfen. Wie in diesem Falle, so ist es überhaupt nicht praktisch, 
eine Tabelle von Differentialformeln einfach umgekehrt zu lesen und 
so als Integraltafel brauchen zu wollen; die so entspringenden Formeln 
sind so einfach, wie sie in praxi gewöhnlich nicht vorliegen. So ist z. B. 

JAx^ ■ (?iC = a^ ; 
aber man hat nur selten gerade zu 4:X^ das Integral zu bestimmen; 
viel eher kommt Zx^ oder bx^ oder dergl. vor. 

Die Differentialquotienten von ic' oder x^ oder x^ oder a;"*) sind 

*) Ich nehme an, dafs der Leeer die Formel «°^I kennt. Übrigens ist 
recht lehrreich, mit Hilfe von Logarithmen eine sehr hohe Wweel aua irgend, 
einer Zahl ausaudehen, um zu sehen, wie nahe der Zahlwert dieser Wurzel der 
Einheit 1 kommt. Eine hohe Wurzel aus a ist nun eine Potenz von a mit sehr 
kleinem Exponenten; je höher die Wiurael ist, um so mehr nBhert sieh der 
PotecK Exponent dem Wevte 0, 
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in der allgememen Formel ■ ^^ ' = nx"'^ Gnthalten. In der That sei 
noeli besonders hervorgehobea, dafs diese Formel auch für « = 1 und 
n^O gilt. Für w=l ergiebt sich, der DifFerentialquotient l-x" oder 1, 
für « = aber O-a;-^ oder 0. Doch haben wir kaum nötig, den 
schon bekaimten Satz, dafs der DifFerentialquotient einer Konstanten 
gleich ist, nochmals zu beweisen. 

Wir wissen jetzt auch, dafs für die Funktion: 
y ^ a + bx + cx^ + ex^ + ■ ■ ■ + gx" 
der Differentialquotient so lautet: 

-p = -|- (i + 2cx + ^ex^ + ■ ■ ■ + nf/x"-''-; 

hiermit haben wir die Mittel, wohl die Hälfte aller angeblich schwierigen 
Aufgaben zu behandeln, mit denen der Techniker zu fchun hat. 

Als die beiden wichtigsten Ei^ebnisee halte man folgende fest: 
Ist if^ax", so ist i^ = «w^-^; iat ^f = ^^""i so ist 



= — r- X'"'*''- + c oder fb 



« = — r-- X'"-'-'- + c oder \bie"ax= . . x'"-"- -\- c , 

wo c eine willkürliche Eonstante ist. 

Ich bitte den Leser, für den ersten dieser beiden Sätze selbständig 
nach Veranschanliclmilgeil zu suchen. Es hätte nicht -viel Zweck, 
wenn ich selbst solche Beispiele bringen würde; sie würden mir die 
Sache klarer niachen, weil ich sie selbst gefunden hätte, aber nicht 
dem Leser. Nur die folgende Rechnung möchte ich in Vorschlag 
bringen. 

Man setze y = ar', wähle x = 1,02 und berechne y durch Loga- 
rithmen. Sodann setze man x ~ 1,03 und berechne wieder y. Man 
teile den Zuwachs vOn y' durch den Zuwachs 0,01 von x. Demnächst 
wähle man als zweiten Wert von x 1,021 und wiederhole den gleichen 
Prozefs, d. h. man ziehe von dem zugehörigen Werte y den zu x= 1,02 
gehörenden Weit y ab u. s. w. Man setze ein drittes Mal 1,0201 als 
zweiten Wert x und verfahre wieder wie oben. Man wird finden, 
dafs die entstehenden Quotienten -: dem genauen Werte 5 ■ (1,02)* 
des Differentialquotienten näher und naher kommen. Man wolle 

gerade so mit dem Beispiele y = x"''' verfahren. 

Der Lernende biaucht es nicht für Zeitverschwendung zu halten, 
wenn er einige Wochen an der selbständigen Durcharbeitung hierher 
gehöriger numerischer und graphischer Ausführungen thätig ist. Er 
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mufs eben den einfaelieii Gxnndsatz —v— = nx"'^ nicht nur kennen, 
sondern mit demselben anfs vollständigste vertraut sein; und er muTs 
in derselben Weise die Formeln: 

/ ax' ■ dx = -— r-— z'+^ + Constans, j av' ■ du = tj— 7 i"' "*" ^ + Constans 

beheriBchen, Er übe diese Formeln ein für s = 0,7 oder 0,8 oder 1,1 
oder — 5 oder —8; er benutze für die Variabele aueb andere Be- 
zeichnungen als X und V. 

29. Ül)iiiigsailfgahe]i. Man berechne folgende Integrale: 
Jx^dx, (Antwort jX^). Jv^dv, (Antwort i«^). 

jv'^dv, (Antwort ii^~"j. j Yv^dv ^=1 vtdv, (Antwort I-ijs), 

J'r^dt, (Antwort 2f). 
Die willkürlichen Konstanten sind in der Antwort immer ausgelassen. 
Beim Integral j --dx^jx^^dx erleidet unsere bisherige Regel 
eine Ausnahme; sie ist für diesen Fall ungültig. Wir werden dieses 
Integral zunächst nur in einem einzigen Falle wirklich brauchen. Im 
zweiten Kapitel werden wh- zeigen, dafs: 

/ — (ix = log 3ö und ( , dai; = log (x + «) 

gilt, und dafs demnach umgekehrt aus y = log x folgen wird t . = - ■ 

Schreiben wir v statt x, so würde auch / — dv = log v folgen. Die 

Integrationa konstanten sind hier der Kürze halber wieder fortgelassen. 

Ist p^=av^, so wird ^^^'dav-; ist v = mi '-, so hat man 

, - = — -J- mt -. 
dt s 

30. Es sei pv = Rt, wo M eine Konstante ist. Man rechne 
hier -^ unter der Annahme eines konstanten v aus. Die Antwort ist 
'^f = — Man bestimme umgekehrt -j- bei konstaut gedachtem p. 



Der Leser weits bereits, dafs die drei Variabelen p, v und t den 
Druck, das Volumen und die absolute Temperatur eines Gases be- 
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deuten. Es ietnuu etwas umständlicli, immer zu schreiben: „-rr , wenn 
V als konstant gilt". Wir werden uns deswegen in diesem Falle, wo 
p a.ls Funktion der beiden von einander unMängigen veränderlichm. 
GrÖfsen v und t aufzufassen ist, der besonderen Bezeichnung ^ be- 
dienen, welche anzeigen soU, dafs p bei konstantem v als Funkfcion 
von t allein differenziert werden soll. 

Man berechne den entsprechend zu t ersteh enden Differential- 
quotienten ^- Da p = JRt-v~^ ist, so hat man 'i , =~- Jiiv^, oder 
noch einfacher ,= —j)!i~^ Da v = Et-pr^ gilt, so haben wir 
weiter ~-^ — Mt-p~^, was sich zu —vp-'^ vereinfacht. Da endlich 

' -»-•-!> "'- "• 8l'li-|- 

Durch Multiplikation dieser Differentialquotienten entspringt übri- 
gens die Gleichung: 

9« dt df__-. 
dt'dp'dv ' 

welche der Leser näher in Überlegung ziehen wolle. 
Ist allgemein 

eine Fuuktion von zwei unabhängigen Variabölen x und y, so werden 
wir die Bezeichnung ,— gebrauchen für den Diffcrentialquoticnfcen von 
M inbezug auf x, berechnet bei einem als konstant angesehenen y. 
Die analoge Bedeutung hat natürlich „ - 

Wir sprechen in diesem Sinne von einem partiellen DilTerential- 
quotienten von u nach x resp. y. 

31. Hier gelangen wir nun zu einem Satze, der wegen seiner 
späteren Anwendung höchst wichtig ist und diesorhalh vom Studie- 
renden an zahlreichen Beispielen eingeübt werden muTs. Man wähle 
irgend eine Funktion von x und y und nenne dieselbe u. Alsdann 
berechne man „- ■ Das Resultat differenziere man erneut nach ii, 
indem man x als konstant ansieht. Das Ergebnis bezeichnen wir 
durch . „- ■ 

Man findet hierbei sfcfe, dafs dasselbe Schhifsresultafc kommt. 
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Umkehrimg der Differentiationsfolge, 



wenn man in der amgekehrten Beihenfolge, d. h. erst nach y und 
dann nach x differenziert; es gilt also das Gesetz: 



dydx Zxdy 



(1) 

Es sei z. B. ■(( = x^ -\- iß -\- ax^y + hxy^, so folgt: 
g^ ^ 3«^ + + 2axy + hy^, 
-"y- = + + 2^3! + 2hy. 
Andrerseits hat man: 

^ =^ + äy^ + ax^ -{- 2bxy, 
^-^ = + + 2a3: + 2ly, 
was genau mit dem vorhin berechneten Ausdrucke ---^ übereinstimmt. 
Der Studierende darf bei Rechnungen dieser Art nicht ermüden. Er 
gebrauche andere Bezeichnungen als x und y und rechne selbst zahl- 
reiche Beispiele. Der in Formel (1) zum Ausdruck kommende Satz 
ist von gröfster Bedeutung für die Thermodynamik sowie auch für 
andere technische Anwendungen der Mathematik. Ein Beweis des 
Satzes wird später nachgetragen; einstweilen wolle sieh der Studierende 
mit diesem höchst wichtigen Theoreme vollständig vertraut machen. 
33. Auch noch folgende Bemerkung schliefse sich hier an. 
Angenommen, es sei w eine Funktion von x und y, von der wir 
wissen, dafs: 

1^ = flx' -I- bif + cx^y + fjxy^ 

gilt; dann finden wir durch Integration inbezug auf x: 
u = \a3^-\- ly^x + i cx^y + i if^^J/^ + f{y), 
wo ((if) eine unbestimmte oder wiilkürhchc Funktion von y ist. 
Diese letztere müssen wir hinzufügen, da wir hei einer Integration 
stets eiue additive willkürliche Konstante hinnuzuthun haben, und da 
y und also auch /'(t/) bei der Berechnung von -.-- in der That für 
konstant gilt. 

33. Wir kommen jetzt wieder auf den oben noch unbewiesen 
gelassenen Satz zurück, dafs der Differentialqnotient von j/ = loga: 
durch = gegeben ist. Um diesen Satz zu erläutern, wolle der 
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Leser für x nach eraander die Werte 3; 3,001; 3,002; 3,003; ... 
einsetzen imd jedesmal y bestimmen. Die Zuwüchse yon y sind als- 
dann durch die entsprechenden Zuwüchse von x zu teilen; die Quo- 
tienten müssen, wenn sich die Regel -p = "t bestätigt, näherungs- 
weise zu den betreffenden Werten x reeiprok sein. 

Man merke sich übrigens ein. für alle malj dafs wir mit dem 
Zeichen Ion*, stets die Neperschwi odei uituihchen Lcgaiithnien 



34 fieispiel ? ir Fcrmpl i — = logi + LonstanE 



mechanisclieii Wärmetheono ergifbt sich folgpndei bmmdsata 
"Wenn m einei Wärmeki'\ftma9(,hme der arbeitende &tj£E bei der Temperatur ( 
eine Wärmemenge H -aufnimmt und liei der Temperatur (.wieder Waime ab 
giebt so -wird dabei wenn es siib um eine vollkommene Wärmekraftnia''ebine 
h'indeln wurde da.f Quantum 

mechaniacker Arbeit geleistet. 

Wird ein kg Wasser von („ Grad auf (, Grad erwärmt, so nehmen wir au, 
dafs für die Erwärmung um je einen Grad die gleicke Wärme- resp. Arbeita- 
menge ecforderlich ist, nämlich in Arbeitseinheiten 434 mkg. Wie grofs ist als- 
dann die von der gedachten Maschine als Äquivalent aller verbrauchten Wärme 
geleistete Arbeit? 

TJjn die Temperatur von t auf f -j- Jf Grad au erhöhen, ist eine in mkg 
ausgedruckte Wärmemenge 424 dt nötig. Dieses Produkt ist für S. in den 
obigen Ausdruck einautragen, sodaTswir für die dieser Wärmemenge entsprechende 

Arbeitsleistung gewinnen z/IT"" 424 dtix ^-| ■ Wir folgern hieraus: 

fr = 424 ( — 424 („ log ( + Conatans. 

Nun wird TT ^ Ü für ( = t„ zutreffen; mau hat also: 

= 424 i„ — 434 *„ log % -|- Constans, 

woraus sich der Wert der aunächst unbestimmten Konstanten ergiebt. Tragen 
wir diesen Wert in die vorauf gehende Gleichung ein, so ergiebt sich als die 
gesuchte Arbeitsleistung für die vorgeschriebenen Temperaturgrenaen von (^ und 
(i Grad: 

W = 434 ((, — *„) — 424 Jo log ''- ■ 

Wird jetKt das kg Wasser bei der Temperatur (, durch Zuführung der Wärme- 
menge L, (latente Wärme) vollständig in Dampf von der Temperatur t, ver- 
wandelt, so ist die Arbeit, welche aus dieser WUrmemenge durch den Kreis- 



prozefs gewinnbar iat, gleich t, f 1 — ° ) ■ Hiemach wird die Arbeitsleistung 
einer Tollkoiltineiieii Dam pt'in aschine, berechnet pro kg Waaser, welches von t,.. 
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B der Wänneleiire. 



l temach hei der Temperatur f, verdampft wird, ge- 
W = 434 {t, ~ *„) — 424 % log I'- + lJi — ^-j ■ 

Aufgabe. Man berechne hiemacb die Arbeitsleistung W pro kg Dampf 
für (i =^ 438° in absoluter Temperatur oder 166°Celriua (entapretdiend 7,S atm.) 
und (, ^ 373" bea. 100" Celsius. Die Wärmemenge L^ ist hier äquivalent mit 
20T732 mkg. 

Man findet die Arbeit Wpro 1kg Dampf zu 33000 mig. Der Maschinen- 
teehniter wilnscht aber für gewöhnlich eb wiesen, wieviel kg Dampf pro Stunde 
für eine indizierte Pferdekraft erforderlich ist. Nun werden w kg pro Stunde 

33000 
während einer Sekunde die Arbeit ~„-ß(,T;- ■ '<« mtg leisten. Setzen wir diesen 

Wert gleich 75, so ergiebt sieh, daTa w =■ 8,18 kg Dampf pro Stunde für eine 
indiaierte Pferdekraft bei einer zwischen den Temperaturgreuzen 165° und 100" 
Celsius arbeitenden yollkommenen Dampfmaschine erforderlich sind. 

36. Dbungst ei spiele. Nach einer bekannten Grnntlfonnel der 
Wärmetheorie hat man für die in meeham schein Mafse, und zwar in 
mkg ausgedrückte Schmelz- resp. Verdampf ungs wärme L einer Sub- 
stanz, pro kg berechnet, die Darstellung: 

L = 0,01-Ksi — So)-2'- 

Hier ist s^ das Volumen von 1 feg der Substanz im höheren, Sg das- 
jenige YOn 1 kg im niederen Aggregatzustaude, beide Volumina ge- 
messen in Kubikcentimeter; femer ist t die absolute Temperatur des 
Schmelz- bez. Siedepunktes bei einem Drucke p, gemessen in kg pro 
qcm, sodafs dt die Änderung der Schmelz- bez, Siedetemperatur be- 
deutet, falls der Druck von p auf p -{- dp wächst. Wird die Tempe- 
ratur in Celsiusgi-aden ö gemessen, so gilt t = 273 + 6. 

I. Für schmelzendes Eis haben wir bei t = 273 (entsprechend 
0'' Celsius) und y — 1 — ^ für s,, und s-^^ die Werte 

So = 1090, s^ = 1000, 
während L = 3420 gilt. Somit folgt §f = — 140. 

Hiernach eitiiedrigt eine Druckerhöhung die Schmelztemperatur 
des Eises, d. h. Dnickerhöhnng wirkt im Simie des Schmelzens. Man 
achte noch auf den ziemlieh hohen Betrag des Quotienten -jr', der 
Schmelzpunkt wird nur um Ü,l Gi'ad erniedrigt, falls der Druck um 
14 kg pro qem wachst. 

II. Die Verdampfung des Wassers betreffend erseheitit eine 
genaue experimentelle Beatimmuug des Volumens Sj^ eines kg Dampf 
von gegebener Temperatur fast unmöglich, während andrerseits s„ für 
Wasser bekannt ist. Man berechne demnach (s, — Sq) aus der oben 
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Verdampfungswärme . 



aogegebenen Formel. Für einige Temperaturen haben wir naeh Ver- 
suchen von Regnault folgende Zahlwerte, welche für sich selber 
sprechen mögen: 



""Ceis. i -pg^j^; ( 


Dnick in kg 
pro qom 




Annahme 

«'S 


i ii. 


s. -s„ 


100 373 

106 378 
110 383 


1,03330 

1,23236 
1,46210 


0,0398 
0,0459 


0,0428 


225848 


1393200 



Wir haben hierbei, wie schon angegeben, für -r-- nur einen au- 
genäherten Wert benntaea können. Eine genauere Methode zur Be- 
stiramung von -^ würde darin bestehen, dafs man eine gröfsere Än- 

b aufträgt und als- 
der entspringenden Kurve 



zahl von Werten von -^y im Quadratnetz } 
dann ~ für spezielle Temperatare: 



Für s, — *'(, fanden wir bei lOÖ" Celsius 1393200. Nun ist 
weiter für Wasser von niederer Temperatur S^ = 1000 , imd die 
Ausdehnung des Wassers bei Erwärmung ist so gering, dafs sie kaum 
in Betracht kommt. Setzen wir s^ = 1394000, so kommen wir dem 
wahren Betrage des gesuchten Zahlwertes hinreichend nahe. 

Beispiel. Man bestimme s^ für 130" Celsius. Der Wert von 
L ist 218343. Die Werte von t und p entnehme man aus der 
Tabelle: 

t\ 



i 393 


398 


403 


408 


413 


418 


2,0275 


2,3710 


2,7604 


3,2001 


3,6949 


4,2495 



p I 1,7259 

Beispiel. Die Formel für die Dampfspannung p = aö*, in welcher a 
und ö bekannte Konstanten sind und die von einem gewissen wohlbekannten 
Nullpunkt aus gemessene Temperatur bedeutet, liefert awai keine gana exakte, 
aber doch sehr brauchbare Darstellung der Regnault'schen Versuchsresultate. 
Man entwickele hieraus eine Formel für das Volumen Sj von 1 kg Dampf. Wir 
haben andrerseits für die Verdampfnngswärme die Formel L = c — et, wo t die 
absolute Temperatur bedeutet und ö und e wieder bekannte Konstanten aind. Hier- 



aus folgt für 
also findet man 






i dasselbe ist, für 



der Ausdruck Iiad 
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Hat man empirisclie Formeln mathematischen Operationen zu unterwerfen, 
so sollte man die von den entTickelten Gleicliimgen gelieferten Ergebnisse 
stets durch da« Ezperiment auf ihre Genanigkeit prüfen. Die ujspröngliche 
Formel stellt nämli<Ä, einen wirklichen Vorgang nur angenähert dar, aber kleine 
und scheinbar unwee entliche Abweichungen der Formel vom wirkliehen Vorgang 
können bei einer transformierten Gestalt der GleiKhung erheblich vergröfserfc 
■werden. 

36. Genauere Untersucliiing von Kurven. 

Ist die Gleichung einer nocli unbekannten Kurve gegeben, so 
mufs sieb der Praktiker naturlicli in erster Linie darauf stutzen, dal's 
er diese Kurve im Quadratnetz punktweise zu konstruieren vermag. 
Sehr häufig aber gewinnen wir gute Einsicht in den Kurvenverlauf, 
wenn wir für die verschiedenen Werte von x den Diffcrentialquotieaten 
~ und damit die „Steigung" der Kurve bestimmen. 

Wissen wii-j dal's der Punkt (x^^, j/J auf der Kurve liegt, und 
■wollen wir die Gleichung der Tangente der Kurve in diesem Punkte 
aufstellen, so handelt es sich einfach um Auffindung derjenigen geraden 
Linie, welche durch den Punkt {x-^^, j/J hiadurehläuft und die gleiche 
Steigung hat wie die Kurve an der betrachteten Stelle. Als Normale 
der Kurve in (iKj,yi) bezeichnen wir diejenige gerade Linie, welche 
durch {x^ , «/ J hindurchläuft und die KuiTe und damit auch ihre Tangente 
ebenda senkrecht kreuzt. Nach 
Art. 13 ist die „Steigung" der 
Normalen gleich dem nega- 
tiven reciproken Werte der 
Steigung der Kurve an der 
fraglichen Stelle. 

In Figur 8 sei P ein 
Punkt einer Kurve AFB. 
OX und OY sind die Koor- 
dinatenaxen. Tangente und 
Normale der Kurve in diesem 
Punkte sind durch PS und 
FQ gegeben. Mau bezeichnet auch wohl die bis zur x-Axe reichen- 
den Strecken PS und FQ speziell als Tangente und Normale. Die 
Koordinaten des Punktes F sind OR = x, MF = y, und man hat 
■^ = i,g^FSli. Man bezeichnet die Strecke SF, als Subtaiigeiite 
und "beweist leicht, daPe dieselbe jfleieh — ,- ist. Die Strecke RQ 

'''^^ . dy 

heifst Subnormalp; für diese findet man ofienbar den Wert y -s- - 
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I. 36] Tangenten imd Normalen einer Kurve. 51 

Die Länge der Tangente PS wird gefnnden zu 3/1/1+ (^) > ^i^" 
jenigG der Normalen FQ ist «/ [/l-}- (-j^j . Der Äbsehmtt OS hat 
die Gröfse x — y-^- 

Beispiel 1. Man bestimme die Länge der Subtangente und 
Snbnormale bei der Parabel y = mx^. Hier ist ~ '=2mx, und also 
findet mauL 

- = 8 *) 



Subnormale = j/ ■ 2mx — ^m^x^. 
Beispiel 2. Man bestimme die Länge der Subtangente für die 
durch y = maf dargestellte Kurve. Hier gilt ^ — mnx^~'-, so dafs 
man bat: 

Subtangente — mx" : mns?"' ^ = — 

Beispiel 3. Mau ermittelCj welche KuiTe die Eigenschaft bat, 
dal's ihre Suhnormale überall dieselbe Länge hat. Dieser Forderung 
entsprechend schreiben wir: 

y ^ ~ a oder -i— = — '/ . 
^ da; dy a ■' 

Nun ist — y der DifPerentialquotient von — y^ nach y. Nach der 

letzten Gleichung folgt somit: 

X = ■■■- y^ -\- i, 

wo 6 irgend eine Konstante bedeutet; hier haben wir also die Gleichung 
der gesuchten Kurve vor uns. Offenbar handelt es sich um eine Schar 
von Parabeln. (Man vergl. Art. 9, Beispiel I und 11, wo jedoch x 
und y gegenüber der hier vorliegenden Gleichung ausgewechselt sind.) 
Beispiel 4. Der Puntt a; = 4, i/ = 3 liegt auf der Parabel 
von der Gleichung y ^\x^. Man bestimme die Gleichung der 
Parabeltangente in diesem Punkte. Die Steigung ist -r^ = |- ■ -| a: , was 
für den fraglichen Punkt (4, 3) den Wert |- ergiebt. Somit ist die 
Gleichung der Tangente sicher in der Gestalt enthalten y ^ m -\- \x. 
Zur Bestimmung von m setzen wir die Koordinaten des Punktes (4, 3), 
der doch auf der Tangente liegt, in jene Gleichung ein und finden 
3 = »w + -| ■ 4 und also m = -|. Die gesuchte Gleichung ist somit 
3/ = | + |«- 
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Beispiel 5. Der Punkt (32, 3) liegt offenbar auf der durch 
y = 2 + YX^ gegebenen Kurre. Wie lautet die Grleichung der Nor- 
malen dieser Kurve an der Stelle (32, 3)? 

Es ist daselbst die Steigung der Kurve -r — h^ ^ " "leF > ^^^ 
also folgt flir die Steigm^ der Normalen — 160. Die Gleichimg 
der letzteren gestattet biemach den Ansatz y = m~lQOx. Da die 
Normale durch den Punkt (32, 3) hindurchläuft, so ist 3 = )» ^ 160 ■ 32. 
Somit folgt m = 5123, und wir gewinnen a!a die gesuchte Gleichung 
der Normalen y = 51^3 — 160 a^. 

Beispiel 6. An welcher Stelle der Kurve y = ax~" hat die 
Steigung den Wert Vi 

Hier ist ;t^ = — nax^'"~^, so dafs die Abscisse x des gesuchten 
Punttes die Gleichung: i 

— nax~''-'^ = h oder y; = (— ^j 

befriedigen wird. Setzen wir diesen Wert x in die Gleichung der 
Kurve ein, so ergieht sich das zugehörige y. — 

Wir fügen hier noch eine Bemerkung über die allgemeine Gleichung 
der Tangente und Normale einer Kurve an. Es ist leicht zu sehen, 
dafs, wenn eine Gerade durch den Punkt {zj_, y^j hindurchgeht und 
die Steigung h besitzt, die Gleiehm^ derselben in einfachster Schreib- 
weise diese ist: 

^~y^ — b 

Hiemach ist die Gleichung der Tangente einer Kurve im Punkte 
(^11 2/i) <ißr letzteren: 

y---y, ^ dy^ 

wo rechter Hand die Steigung der Kurve an der fraglichen Stehe 
gemeint ist. In demselben Sinne haben wir als Gleichung der Nor- 
malen für die Stelle (x^, y^): 

ar — a^i dy,' 

Aufgabe 1. Man stelle die Gleichung der Tangente der Kurve 
x'^y" = a im Punkte (x^, y^ der letzteren auf. Die Gleichung ist 

— x + — y = m + n. 
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Aufgabe 2. Man beatiiiiine die Gleiclnmg der Normalen für 
die nämliehe Kurve an der Stelle (x^, j/^). Dieselbe ist: 

Aufgabe 3. Man finde die Gleicbuiigen für Tajigente und Nor- 
male der Parabel y^ ^ Aax an deigenigen Stelle der Eurre, welche 
zu 3; = (i gehört. Die gesuchten Gleichtiiigen sind: 
y = X -\- a tind y = Za — x. 

Aufgabe 4. Welches ist die Grleiebung der Tangente der Kurve 
y = a -\- hx -[- cx^ -\- ex^ für die Stelle («1, ?/i) dieser Kurve? Die 
Autwort ist: 

'■^^^^-'- = h^2cx,+Zex,\ 
x^x^ ' 1 '■ 

37. Wenn bei zunehmendem x die Fuuttion y zunächst gleich- 
falls bis zu einem bestimmten Werte wächst, darauf aber abnimmt, 
so wird der gedachte Wert als ein Maxiinnm der Funktion y be- 
zeichnet. Falls umgekehrt bei zunehmendem x die Funktion y zu- 
nächst abnimmt bis zu einem gewissen Werte, hernach aber zunimmt, 
so heilst dieser Wert ein Minimum der Funktion. In den elemen- 
taren FäUen ist sowohl bei einem Maximum als bei einem Minimum 
ein Verschwinden des Differentialquotienten zu konstatieren, jt — 0. 
Man vergL hierzu Art. 16 und Figur 6. 

Beispiel 1. Man zerlege die Zahl 12 so in zwei Summanden, 
dafs das Produkt derselben ein Maximum wird. Der Geübte findet 
die Antwort leicht durch Probieren. Man kann dabei so verfahren: 
Ist X der eine Summand, so ist 12 — x der andere. Man setze ver- 
suchsweise 3;= 0, 1, 2, ■ ■ ■ und berechne in jedem Falle das Produkt 
Aer Summanden. So folgt: 

X ' I 1 I 2 [ 3 I 4 I öj 6| 7j 8j 9-.- 

Produkt I : 11 j 20 I 27 I 32 I 35 j 36 j 35 I 32 I 27 . - . 

Hiernach scheint es, dafs für 3: = 6 das Produkt 36 das ge- 
suchte Maximum darsteUt. Wollen wir indessen eine exaktere Be- 
stimmung des Maximums treffen, so werden wir uns zweckmäfsig 
einer graphischen Darstellung im Quadratnetz bedienen; wir nennen 
das Produkt y und tr^en zusammengehörige Werte x, y als Koordi- 
naten auf. Der Leser wird dies für sich selber ausführen. 

Wir lernten nun soeben bereits den Satz kennen, dafs bei den 
gi'öfsten und kleinsten Werten von ]/ die Steigui^ dei- Kurve ver- 
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acliwindet. Somit hat man hier den oder die Punkte zu bestimmen, 
bei denen j^ = ^ zutriift. 

Soll hiernach allgemein a in zwei Summanden x imd a —■ x zer- 
legt werden, deren Produkt y ^ x{a — x)^ax — x^ ein Maximum 
oder Minimmn wird, so ist -^ ^= a— 2x = zu setzen. Dies ist 
aber offenbar nur bei a; — -^ ö der Fall. 

Dem Geübteren fällt es bei derart^en Problemen nicht besonders 
schwer zu entscheiden, ob im einzelnen Falle ein Maximum oder 
Minimum Torliegt, Im obigen Falle a ='12 hatten wir für ie = 6 
das Produkt 36. Für x = 5,999 ist der andere Summand 6,001 und 
also daa Produkt gleich 35,999999, so daTs a: = 6 ein gröfseres Pro- 
dukt liefert, als 3^ = 5,999 oder a:= 6,001. Demgemäfs liegt beim 
Werte x = \a = & ein Maximum und nicht etwa ein Minimum vor. 
Wir werden spater (Art. 220) noch eingehendere Regeln zur Unter- 
scheidung der Maxima und Minima kennen lernen. 

Beispiel 2. Man zerlege die Zahl a, in der Weise in zwei 
Summanden, dafs die Summe der Quadrate derselben ein Minimum 
wird. Die Summanden seien x und a — x, und es werde die Summe 
ihrer Quadrate durch y bezeichnet: 

y = x^ -\- (a~x'f = 2x^ -\- a^ — 2ax. 
Die Frage ist, wann y zu einem Minimum wird. Hier ist 
^ = 4a; — 2a, 

und dieser Ausdruck Terschwindet für x^^a. 

Beispiel 3. Wann ist die Summe einer Zahl und ihres rezi- 
proken Wertes ein Minimum? Ist die Zahl x, so handelt es sich 
um den Ideinsten Wei-t von «/ = a; H 

Da der Differentialquotient von — = :r~ ' gleich — x~ ^ ist, so 
haben wir ^^ = 1— — 3-, und diese Differenz verschwindet, falls 
a; = 1 ist. 

Der Leser wolle hier wieder Einzelwerte von 1. heranziehen und 
sich der graphischen Hilfsmittel im Quadratuetz bedienen Einige zu- 
sammengehörige Werte x^ y sind hier tabellarisch zusammengestellt: 

a! I 100 j 10 ! 4 j 2 j 1 I ^ I I [ i ' 

y I 100,01 I 10,1 j 4,25 1 2,5 I 2 1 2,5 j 3J 4^o 
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Trägt man die Werte x, y ala Koordinaten auf, so ist direkt evident, 
dafs für a; = 1 ein Minimum von y vorliegt. 

Beispiel 4. Die Tragkraft eines Balkens von rechteckigem Quer- 
schnitt und gegebener Länge ist bei beliebiger Einapannung nnd 
BelE^tung proportional dem Produkt aus der Breite und dem Quadrat 
der Höhe seines Querachnitts. Es soll nun aus einem Baumatamm 
von kreisförmigem Querschnitt des Durchmessers a ein solcher Balken 
von möglichst grofser Tragkraft ausgeachnitten werden. 

Man Ijezeichne die Breite des Balkens mit x. Da der Queraebnitt 

ein in den Kreis des Durchmessers a eingeschriebenes ßechteck ist, 

so wird die Höhe l/a^ ^ x^ sein. Hiemach ist die Tragkraft am 

gröfsten, wenn die Funktion: 

■y = x{a^ — x^ = a^x ~ x^ 

zu einem Maximum wird. Hier hat man: 

-J- = a^ ~ 3x% 
da; ' 

ein Ausdruck, welcher zu wird, falla x = --=r ist. Diese Breite 

liefert also den tragfähigsten Balken. ' 

Auf analogem 'Wege kann mau den am wenigsten tiegsmnen 
Balken finden, der sieh aus einem cylindrisehen Baumstamm aus- 
schneiden läfst; man mufs hierbei das Produkt der Breite und der 
dritten Potenz der Höhe zu einem Maximum machen. Doch kann 
der Leser die Löaung dieser Aufgabe auch bis nach der Durcharbeitung 
des dritten Kapitels zurückstellen. 

Beispiel 5. Versuche über Explosion von Gasgemischen (in 
freier Luft) haben das näherungsweise richtige Gesetz: 

p = Q- 0,23 X 
ergeben*); darin bezeichnet p den gröfsten bei der Esplosion ein- 
tretenden Druck und x das Volumen der neutralen Gase (Luft und 
Rückstände der vorigen Explosionen) pro cbm wirksamen Gases, also 
das Verdünnungsverhältnis. Setzt man bei einer Gaskraffcmaschine die 
während einer einmaligen Exploaion und Expansion geleistete Arbeit 
näherungsweise mit px proportional, so ist die Frage, für welchen 
Wert von x die Arbeit zu einem Maximum wird. 

Die gröfste Arbeitsleistung wird eintreten, falls (63: — 0,23:k^) zu. 
einem Maximum wird. Dies ist der Fall, wenn 6 — 0,46 a; = ist, 
d. h. etwa für x = 13. 

*) Die praktiachen Veraucte beziehen sieh auf Werte von x, die nicht 
gröfser ala 16 sind. 
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Ich kann leider dje Verantwortung für die Richtigkeit des obigen 
Gesetzes nicht selber übernehmen, da ich dasselbe aus Versuchen des 
Hm, Grover abgeleitet habe. Derselbe fand dabei als sehr bemerkens- 
■wertM Ergebnis, dafs es am günstigsten ist, wenn anf die berechneten 
13 cbm 9 bis 12 cbm frische Luft kommen, während der Rest 
aus früheren Verbrennungsprodukten besteht. 

Beispiel 6. Man beweise, dafs a:(a — xf für x^^a zu einem 
Maximum wird. 

Beispiel 7. Man zeige, dafs x — a? iär x = \y'd ku einem 
Maximum wird. 

Beispiel 8. Der Kubikinhalt eines cyiindrisclien Geiäfses, 
welches oben offen iat, sei vorgeschrieben. Wie müssen die Dimen- 
sionen des Gefäfses des näheren gewählt werden, damit die Oberfläche 
desselben möglichst klein ausfällt? 

Man verstehe unter x den Radius der Ginindfläche und unter y 
die Höhe des Gefäfses. Ist « der Torgeschxi ebene Inhalt, so bat mau: 

(1) =r»',,_„. 
Die Gröfse der Oberfläche ist: 

(2) !tx^+2xxij; 

es frAgi sich, wann dieser- Ausdruck am kleinsten ist. 

Berechnet man y ans (1) und setzt den entspringenden Wert in 
(2) ein, so schreibt sich die Oberfläche als Funktion von x so: 



Setzen wir den Diifereotia!c|uotieuteu dieser Funktion gleich 0, so 
kommt: 

2xx ~ ■-" = oder x^ = -"■ = ^ -^, 

so dafs wir x ^ y gewinnen. Der Radius der örundfläehe mufs dem- 
nach gleich der Höhe des Gefäfses sein. 

Beispiel 9. Man lasse das Gefäfs auch oben geschlossen sein 
und berechne, wann das Minimum der Oberfläche bei gegebenem In- 
halt erzielt wird. 

Die Oberfläche ist jetat durch Sstx- -|- 2axy gegeben. Verfährt 
man im übrigen wie vorhin, so zeigt sich, dal's die Oberfläche am 
kleinsten ausfallt, falls der Durchmesser der Grundfläche gleich der 
Höhe gewählt wird. 

Beispiel 10. Es sei v die, auf die Stunde als Zeiteinheit und 
den Kilometer als Längeneinheit bezogene, Stromgeschwindigkeit eines 
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Plneses, und es werde dnrcli x die relative Geschwindigkeit eia^ 
Dampfers gegen den Strom bezeichnet; fllr den Verbrauch au Heiz- 
material pro Stunde gelte das Gesetz a + hx^. Soll der Dampfer die 
Strecke m zurücklegen, so bestimme man diejenige Geschwindigkeit 
X, bei welcher der Gea am tverb rauch an Heizmaterisd ein mögliehst 
geringer ist. 

Die Geschwind^keit des Schiffes relativ zum Ufer ist x — v, 

die in Stunden gemessene Zeitdauer der Fahrt ist -_— , und dem- 
nach wird der Materialverbrauch während der Fahrt — ^-; — sein. 

Indem man die Konstanten « und fi m entsprechend abgeänderter 
Bedeutung braucht, kann man unter a -\- hx"^ auch die pio Stunde 
berechneten Gesamtkosten verstehen, unter EmsLhluls der Kosten für 
Verzinsung und Abachreibung des Dampfers, aufser denjenigen für 
Löhne und Provisionen. 

Da die Eegel für die Differentiation emes Quotienten noch nicht 
entwickelt ist, so wollen wir a = annehmen und haben damit den 
kleinsten Wort von __- zu bestimmen. Zu diesem Ziele können, 
wu- auch so gelangen, dafs wir den gröfeten Wert von 



bestimmen. Der Differentialquotient dieser Funktion ist — 2x~^-\-'dvx~*'. 
Derselbe verschwindet, falls x^^v ist, d.h. felis die Geschwindigkeit 
des Schiffes relativ zum Flufs das Anderthalbfache der Strom gesch win- 
digkeit V ist. 

Übrigens darf der Techniker hier und in anderen Fällen mit 
einer solchen Antwort noch nicht zufrieden sein. Unzweifelhaft liefert 
x = \v die günstigste Geschwindigkeit; denn für diesen Fall wird 
x^ -.{x — v) zum Minimum. Aber gesetzt man fahre mit einer etwas 
geringeren oder grölseren Geschwindigkeit, macht das einen grofsen 
Unterschied aus? Für v = 6 ist der günstigste Wert x gleich 9. 
Aber man hat: 

^^=^243 für x = 'd, 

-^- = 250 für a; = 10, 

^^ = 2515 für x = ^. 

Diese Zahlen geben uns ein Urteil über den Mehraufwand, falls 



y Google 



58 Bemerkungeii über Löaung einer Gleiobung. [I, 37 

die Fahrgeschwiadigkeit von dem güastigsfcen Werte ein wenig ab- 
weicht*). 

Beispiel 11. Man zerlege die Zahl a in der Weise in zwei 
Faktoren, dafa die Summe der Quadrate der letzteren ein Minimum 
wird. Ist X der eine Faktor, so iat — der andere, so daXs y^x^-'r—s 
zum Minimum werden soll. Es mufs somit: 

*j kennt der Lesei bereits die Regel zur Differentiation eines Quotienten, 
welche m den meirten Lehrbiichern der Diffptentialrecbnimg schon 1 ei den An- 
fangsgründen entwickelt wird so haben wir nicht nftig wie ölen dfin Wert 
von a gleich zu nehmen betat man dpa Diflerentialquot enten glei(,h Null, 
90 kommt jetzt 

(^I Ihx" — 'dbvx^ = a. 

Sind « 6 und v bekannt, ao findet man den zugehörigen Wert x durch Auf- 
lösung dieser Gleicbimg. Haben wir z. B. für die Kosten pro Stunde in Mark 
berechnet 80 -f ^^ x", ho gilt « = 30, & = ^ ' ""^^ nehme überdies v = ^. Die 
Gleiehnng (Ij für x nimmt dann die Gestalt an: 
(2) x" — 9x°' — 300 = 0. 

Ich finde hiernach, dafa a;=^ll,3 der günstigste Wert der GieBchwindigkeit ist. 

Es handelt sich dabei um eine kubische Gleichung, welche drei Wuizeln 
hat Aber wir brauchen für den vorliegenden praktischen Zweck nur eine be- 
stimmte anter diesen Wurzeln att kennen, und es ist auch ausreichend, weim 
wir nur einen angenäherten Wert der letateren besitzen. Der Ingenienr löst nun 
irftend eine vorgelegte flleieiang nach einer Methode auf, die für die obige 
(rlexchung «ich fölgendermafsen gestaltet. 

Wir bezeichnen 3;' — 9fl;' — 300 kurz durch f(x). Die Frage ist, für 
welchen Wert f{x) veMchwindet. Setzen wir a: = 10, so finden wir f{x) = — 200 
an Stelle des gewünschten Wertes 0. Für a: = 8 kommt —860, also ein noch 
schlechterer Wert. Versuchen wir es mit x=l%, so folgt /'(x)=176, sodafs awischen 
10 und 12 offenbar eine Wurzel ic gelegen ist. F(ir a: = lJ finden wir — 57. 
Alle diese Resultate sind in der Tabelle: 

« I 10 I 8 I 12 j 11 ' 11,3 



f(x) | — 300 1 — 360 ]-fl76J — 57 I 



ingefafst. Es ist nun der Mähe wert, im Quadratnetz des Millimeter- 
papiers die Kurve y ^= fix) im Intervall zwischen a^ ^ 10 und x = 12 au 
aeichnen. Indem man weitere Prnfmigeii im Intervall zwischen ic=^ll und 
a; 1= 12 anstellt, 'kann man sebliefslich durch Wiederholung des gleichen Prozesses 
eine auf jede gewünschte Anzahl von Dezimalstellen genaue Antwort gewinnen, 
jür den gegem^rtigen Fall ist keine grofse Genauigkeit erforderlieh; wir haben 
dieserhalb oben bereits 11,3 als den günstigsten Wert a! bezeichnet. Im Teste 
hatten wir im Falle a =^ nur a; = 9 gewonnen. Der Praktiker wird aus der 
VersiÄiedenbeit dieser Antworten seine Schlüsse zu ziehen wissen. Eechnungen 
von der hier betrachteten Art wird der Kapitain eines Flufadampfers stets ana- 
zuführen haben, wenn er sie auch nicht gerade in unserer Weise au Papier zu 
bringen pflegt. 
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B der Elekti-izitätaletce. 



>- = 2x — ^ = 



sein, was auf x = y^ fühi-t. 

Beispiel 12. Es sollen n galvanische Elemente so zu einer 
Batterie zusammengestellt werden, dafs bei einem äufseren Leitungs- 
widerstand R eine möglielist grofse Stromstärke erzielt wird. 

Die elektromotorische Kraft des einzelnen Elementes sei e Volt, 
der innere Widerstand desselben r Obm. Wir sehalten je x Elemente 
hinter einander, sodaXs — parallel geschaltete Reihen entstehen. Unter 
diesen Umständen ist die elekti-omotoi-iscbe Ki-aft der Batterie a^eVolt 
und der innere Widerstand — Ohm, aodafs die Stromstärke ge- 
geben ist durch: 

^=^''' — Auipfere. 
^+« 

Da der Leser einen Quotienten noch nicht differenzieren kaim, so 
beachten wir, dafs C maximal wird, wenn 

J-f + f 

zu einem Minimum wird. Setzen wir den Düferentialquotienfcen hier- 
von gleich 0: 

so folgt R = — , wo rechter Hand der imiere Widerstand der Bat- 
terie steht. 

Hieraus entspringt die Regel: Man ordne so an, dafs der imiere 
Widerstand in der Batterie so nahe als möglieh gleich dem Wider- 
stände des äufseren Sehbefeungski-eises wird. 

Beispiel 13. Ein galTanischcs Element von der elektromotori- 
schen Kraft e and dem inneren Widerstände r liefere einen Strom, 
wobei der äufsero Stromkreis den Wideratand R besitze. Die Strom- 



Wie mufa man li wählen, damit P zu einem Maximum wird? 

Wir verfahren wie oben und sagen, dafs der gesuchte Wert R 
den Ausdruck: 
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Gestalt der Postpackete. 



KU einem Minimum machen mufs. Differenzieren wir aber diesen 
Ausdruck nach Ji und setzen das Resultat gleich 0, so kommt: 

-r"-E-^+ 1 = oder E = r. 
Der änTsere Widerstand muls demnach dem inneren gerade gleich sein. 
Beispiel 14. Wie grofs darf im Maximo der Inhalt einer Kiste 
sein, die man mit der Packetpost versenden will? Sei x die Höhe 
der Kiste, y and S aber Länge und Breite der Grundfläche. Die 
amtliche Vorschrift lautet (in England), dafs die Höhe vermehrt um 
den Umfang der Grundfläche nicht gröfser als 6 FuTs sein darf. 
Wollen wir somit v = xys zu einem Maximum machen, so werden 
wir jedenfalls die obere erlaubte Grenze x + 2(i/-{- z) ~ 6 benutzen. 
Nnn folgt aus Beispiel 1, dafs unter allen Kisten TOn gleicher Höhe 
und gleichem Umfang der Grundfläche diejenige mit quadratischer 
Grundfläche den gröfsten Inhalt hat. Wii- dürfen dieserhalb Ton 
Toniherein y == s nehmen und haben also das Maximum toh v = xy^ 
hei a; + 4y = 6 zu bestimmen. Ersetzen wir x durch seinen Aus- 
druck in y, so haben wir v = 6j/* ^ 4?/'. Diese Funktion von y aber 
wird am gröfsten, falls 

ist. Die Lösung y =" dieser Gleichung ist unbrauchbar, sodafs 
nur y = 1 übrig bleibt. Man mufs also Länge und Breite gleich 1, 
Höbe gleich 2 nehmen und hat dann als Maximalinhalt 2 Kubikfufs. 

Man bestimme entsprechend das inhaltlich gröfste cylindriseh ge- 
formte Packet, welches bei der Packetpost zulässig ist. Ist die 
Höhe l; der Durchmesser der Grundfläche aber d, so wird man 
; -[- ^d = 6 setzen und hat das Maximum von -7- Id^ zu bestimmen. 
Als Antwort findet man l^'J, d = - ■ Eufs; der Inhalt ist dann 
— = 2,55 Kubikfufs. 

Beispiel 15. Schraubenfedern nach AyrtoM und Perry. Pro- 
fessor Ajrton und der Verfasser verfolgten die Erscheinung, dafs 
eine einseitig befestigte Schraub enfeder ara freien Ende eine Drehung 
erfährt, falls sie einer axialen Ki-aft unterworfen wird. Es war nicht 
schwierig, für eine Feder von gegebenen Dimensionen eine allgemeine 
Beziehung zwischen der axialen Verlängerung und der Verdrehung zu 
gewumen. Auf Grund dieser Formel konnten wir feststellen, welche 
Gestalt der Feder gegeben werden mufs, damit die in Rede stehende 
Drohung möglichst grofs ausfällt. 
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I. 37] Schraubenfedem von Ayrton und Perry. 61 

Zunäehst ergab sich, dafs, wem « der Neigungswiakel der 
Schraubenlinie ist, die Drehimg mit siuß-cosa proportional ist. 
Daraus ergiebt sich sofort, dafs man eine maximale Drehimg für 
c ^ 450 gewinnt. 

Hat nun der Draht elliptischen Querschnitt von den Hauptaxen 
ce und y, so fanden wir die Drehung proportional mit: 

■bHlJ/J 8_ ^ 

x'y^ bxy" 
Man mache diesen Ausdi'uck zu einem Maximum, unter der Voraus- 
setzung, dafs die Fläche des Querschnittes, die zu xy proportional 
ist, gegeben ist. Setzt man demnach xy gleich der Eonstanten s, 
so handelt es sich um das Maximum des Ausdrucks: 



Hier zeigt sich nun, dafs für positive endliche Werte von y über- 
haupt kein Maximum eintritt. Vielmehr wird die Drehung gröfser und 
gröfser, wenn wir entweder y grofs wählen und weiter und weiter 
wachsen lassen, oder wenn wir y klein wählen und weiter gegen 
abnehmen lassen. Dabei wird im letzterem Falle die Drehungs- 
richtung die umgekehrte; doch soU es einerlei sein, ob die Drehung 
im Sinne der üblichen Windungsrichtung der Schraube geschieht 
oder nicht. Wir fertigten dieserhalb Spiralfedern aus dünnen Mctail- 
bändem an und wählten den Neigungswinkel der Schraubenlinie 
gleich 45". Hierdurch erzielten wir sehr bedeutende Drehungswinkel 
bei verhältnismäfsig geringen asialen Kräften und entsprechend ge- 
ringen axialen Verlängerungen. Die Drehung der Feder kann als 
Mafsstab der Belastung dienen, so dafs diese Federn für viele Mafs- 
zwecke verwendbar sind. Wer sich für die praktische Ajiwendui^ der 
hier in Frage kommenden mathematischen Analyse interessiert, woUe 
die ausfuhrliehen Rechnungen in unserer bezüglichen Abhandlung 
in den „Proceedings of the Royal Society" von 1884 zur Hand 
nehmen. 

Beispiel 16. Nach einem idealen Illdikatordiagramm ist die 
von einem cbm Dampf geleistete indizierte Arbeit: 

w = 10000 pj_ (1 4- log r) — 10000 rp^ — x. 
Hier ist p^ der Dampfdruck am Beginn, pg der am Ende eines Kolben- 
hubes; r bedeutet den Expansionsgrad (d. h. es findet Dampfzatritt 
während — des Hubes statt); endlich ist x ein Verlustglied, her- 
rührend von der Kondensation im Cjiinder. Dabei ist x als Funktion 
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62 Beispiel aus der DampfmascMnentheorie. [I. 37 

von r anzusehen. Der Druck ist in der angegebenen Formel ge- 
messen in kg pro qcni, die Arbeit in mkg. 

1) Es soll unter der Voraussetzung, daTs a; = ist, derjenige 
Wert Yon r angegeben werden, der eine mögliehst grofse indizierte 
Arbeitsleistung pro cbm Dampf liefert. 

Man hat -^ = zu setzen und findet —— — 10000 pg = oder 

»• = — ■ Soll die Bremsleistung ein Maximum pro Kubikfufs Dampf 
sein, ao haben wir zu p^ noch ein Glied zuzufügen, welches die Gröfse 
der Reibung innerhalb der Maschine darstellt. 

2) Herr Willans hat durch Experimente an Maschinen ohne 

Kondensation gefunden, dafs für r -= ^ „ ^ das Maximum der indi- 

zierten Leistung eintrat. Setzen wir aber diesen Wert in die Gleichung: 

^ _ 10000 j^. _ ^LOQQo^^ - g -- 
ein, so folgt: 

|£ = ^t'.??.^ (^^ + 0,7) _ 10000 ps = 7000. 

Mithin ergiebt sich x =- 7000 r + const. Das Wülanssche experi- 
mentelle Gesetz vermittelt uns somit die Kenntnis, dafs der Ärbeits- 
verlust X als eine lineare Funktion von r angesehen werden darf. 

Die vorstehende Ausführung hat hier nur die Bedeutung eines 
lehrreichen Beispiels zur Theorie der Maxima und Minima, über 
den praktischen Wert des ausgesprochenen Besultates lafst sich noch 
manches für und wider bemerken. Die Versuche lassen die Wirkung 
der Kondensation im Cylinder gleichwertig erscheinen mit einer Er- 
höhung der AusstrSmungsspannung um 0,7 atm. 

Hr. WiUans fand durch Experimente an Maschinen ohne Kon- 
densation, dafs der auf eine indizierte Pferdekraft und Stunde be- 
zogene Überschufs des wüklich verbrauchten Dampfes über die indi- 
zierte Dampfmenge eine lineare Funktion von r ist. Vielfach wird 
angenommen , dafs das Verhältnis des im Cylinder kondensierten 
Dampfes zum indizierten mit log r proportional sei; doch stimmt die 
Annahme einer linearen Funktion von r mit den experimentellen 
Ergebnissen sehr gut üherein. 

Beispiel 17. Äusfiafs eines Gases durch die Öffnung eines Ge- 
fäfses. Wenn ein Gas aus einem Gefäfse mit dem inneren Drucke p^ 
durch eine Öffnung in ein anderes Gefäfs mit dem Drucke p über- 
strömt, so ei-weist sich bei gegebenen Werten des Druckes p^^ und 



y Google 



der Temperatur die pro Sekunde überfliefseude Gewichtsmenge als 
proportional mit: 



jk: 



hiei-bei ist a der Quotient p : p^ und y bedeutet eine von der Gasart 
abhängige Konstante. Es fragt sich, wann das angegebene Gewicht 

ein gröfstes ist, d. h. also wann a* — a ^ ein Maximum wird. 

Indem man den Differential quotienten nach « gleich setzt, 
ergiebt sich; 

»-''•(,-+-1)' '■ 

Für atmosphärische Luft ist y = 1,41, so dafs man findet: 
p = 0,527 p„. Die Ausströmung der komprimierten Luft geschieht 
somit am schnellsten, falls der änfsero Di-uek ein wenig gi-öfser als 
die Hälfte des Innendruckes ist. 

Beispiel 18. Die Fortleitnngsfcosten des elektrisclien Stromes 
in einem Kabel setzen sich im wesentlichen aus zwei Einzelbeträgen 
Kusammen: 1) aus den Kosten, welche durch den Ohmschen Wider- 
stand des Kabels bedingt sind; der Verlust betragt C^r Watt pro \j\\ 
Trace, wobei r den Widerstand eines Kilometers der Hin- und Rück- 
leitung in Ohm, und G den Strom in Ämpfere bedeutet; — 2) aus 
den Kosten, welche durch Amortisierung und Verzinsung des Anlago- 
kapitals entstehen. Aus den Preislisten Ton Kahelfabrikanten und den 
Forderungen Ton Unternehmern für die Verlegung Ton Leitungen fand 
ich, dafs in jedem Falle bei gleichartigen Kabeln und bei gleichartiger 
Verlegung die Kosten eines Kilometer« Leitung für die Praxis aus- 
reichend genau als eiae lineare Funktion des Kupfei-gewiehtes ange- 
nommen werden können. Statt des Knpfergewichtes können wir aber 
auch den reziproken Wert des Leitungswiderstandes einführen, der ja 
auch für die unter 1) genannten Kosten mafsgebend war. Die unter 2) 
erwähnten Kosten hängen somit ab von dem Preise eines Kilogramms 
Kupfer und von der Höhe des für Verzinsiuig und Amortisation fest- 
i Prozentsatzes. 

Wir können diese Ausgaben in Geld pro Jahr oder pro Sekunde 
und den Ohmschen Verlust in Watt ausdrücken, Addieren kÖnueu 
wir die beiden Verluste jedoch erst dann, wenn wir den Geldwert 
eines „Wattjahres" oder einer „Wattsekunde" kennen. 

Den Einflufs der drei in Betracht kommenden Gröfsen (Kupfer- 
preis, Amortisatiousquotc und Stromerzeugungskosten) wollen wir 
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64 Forfleitungakoaten des elektriaehen Stromes. [I. 37 

nun in die eine Konstaute ^ zusammenzieheD , und den Geaamtveiiust 
lieber in Watt als in Mark pro Jahi- auedrücken. Für denselben er- 
giebt sich dann: ,5 

Für b kann man bei Ubungsbeispielen irgend welche Wei-te 
awisehcn 12 und 45 einsetzen. Wir empfehlen dem Leser aber, auf 
eigene Hand diesen Wert nach dem Kupferpreis, dem Ziusfufs uud 
den Strom erzeugni^skoaten eines Elektiizitätswerkes zu ermitteln*). 

'') 1) Das Gewicht emea Kilometers Kupferleitung von u qm.m Querschnitt 
mufs Bunächst festgestellt weiden; ea betrage in a kg. Ist nwi p der Preis 
eines kg Kupfer in Mark, so kann der Preis des Eabels naheHQ gleich pnia 
plus einer Konstanten gesetzt werden. Ist B, der Betrag för Verzinsung und 
Amortisation in Prozenten pro Jahr, so ist der durch die Kosten des Kabels 
veranlasste jährliche Verlust in Mark bestimmt durch den Ausdruck: 



a + coiwt.l 1 



L 1 Mark jährlich gleichwertig mit einem Vi 
1 Teranlassen die Anhygekosten einen dauernden Verlust v 



Man beachte, dafs diese Zahl w sorgfältig s 
wemi das Kabel jeden Tag 24 Stunden lang ein« 
V! sehr leicht zu bestimmeu. 



2) Manche Leute meinen, dafs diese Lösung der Aufgabe die rentabelste 
Stromdichte für jeden beliebigen Leiter unter allen Umständen angiebt. Das ist 
ein Irrtum; denn obwohl die oben berücksichtigten Beträge sehr wichtig sind, 
so können doch, besonders bei langen Leitungen, noch neue Gesichtspunkte 
hinzutreten. Bei Beleuchtungsanlagen mufs man z. B, darauf Rücksicht nehmen, 
dafs zu grofse SpaÄuungsverluste ein schlechtes und unruhiges Licht erzeugen. 
Handelt es sich andrerseits z. B. um die Dimensionierung der Ankerwiokelung 
einer Dynamo, so mufs man beachten, dafs die TergröfBerung des Kupferquer- 
schnitts zugleich den Eisenkörpet und damit die ganze Maschine gröfser und 
teuerer werden läfst. Es kom.meu hier also hinzu der geringere Preis des minder^ 
wertigeu Lichte und die Mehrkosten der gröfseren Maschine. 

3) Wenn man durch blofsen mathematischen Ausdruck die gesamten Kosten 
irgend eines technischen Entwurfes darstellen kann als eine Punktion der Gröfse 
eines oder mehrerer TeUe derselben, so ist es meist leicht, die günstigsten 
Gröfseu zu finden; aber es ist nicht immer leicht, gegebenen Falles die be- 
treffende Funktion zu finden. Und doch sind dieser Art die Aufgaben, die 
jeder tüchtige Ingenieur fortwährend lösen mufs; die Vergröfsernng eines Wertes 
bringt stets Vorteile und Nachteile mit sich; wie weit man gehen soll, ist also 
eine Präge über Maxima und Minima. 

i) Man beachte auch folgendes : Angenommen, wir haben einen Wert von ai 
gefunden, welcher y zu einem Maximum macht; dann kann es immer noch 
möglich sein, daü ganz andere Werte von x Werte von y geben, welche auch 
nicht viel von diesem Maximum verschieden sind. Der tüchtige praktische 
Ingenieur wird auf diesen Umstand Rücksicht nehmen und wird in solchen 
pfilen nicht allzu hartnäckig daranf hestehen, gerade jenen zuerst bestimmten 
Wert von x zu benutzen. 
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I. 37] Eemesaung ein^ Kabele. 1)5 

Für gegebene Stromstärke C soll nun die Bedingung gesuclit 
werden, unter welcher der Betr^ y der Gesamtfcosten ein Minimum wird. 
Die Aufgabe ist gleichbedeutend mit der Frage nach der möglichst 
rentablen Bemessung eines Kabels für eine gegebene Stromstärke. 

Die letzte Gleichung ergiebt: 

^ ^ f-,3 _ '^ 
dr r^ 

und dieser Wert wird für r = - - 

Demnach erhalten wir z. B. : 

für t - 45 den Wert r - ^^ ■ 

Ist nun a der Querschnitt des Leiters in qmm, so ist r ungefähr 
gleich — Ohm, so dafs C = 1,25 a wird; es wäre also in diesem 
Falle am billigsten, jedes Quadratmülimeter des Kupfercjuerschnittea 
mit 1,25 Ampere zu belasten. 

Nun ist aber im allgemeinen bei einer derartigen Berechnung 
des rentablen Querschnittes nicht die Stromstärke vorgesehrieben, 
sondern die elektrische Leistung, also das Produkt aus Stromstärke 
und Spannung. 

Wenn man nun für eine Fanlttion ii von melir als einer unab- 
hängigen Veränderlichen, z. B. von x und y, die Masima und Minima 
bestimmen soll, so setzt man erst ^ = 0, wobei y für die Diffe- 



wobei X während der Differentiation inbezug auf y als konstant 
gelten soll. 

Aus den entstehenden beiden Gleichungen erhalten wir dann durch 
Auflösung diejenigen Werte von x und y, bei denen u ein Maximnm 
oder ein Minimum wird. Ob das eine oder das andere eintritt, mufs 
dann noch besonders untersucht werden. Auch giebt es Fälle, bei 
denen ein auf dem angegebenen Wege gefundenes Wertsjstem x, y 
weder ein Maximum noch ein Minimum der Punktion u ergiebt, doch 
können wu- hierauf nicht weiter eingehen. 

Ist übrigens u eine Funktion der öröfseu x und y, die nicht 
unabhängig von einander sind, sondern durch ein Gesetz mit ein- 
ander verknüpft eischeiuen, so gestaltet sich die B-echnung weit ein- 
facher; dann setzt uns meist eine kuize Überlegung des gesunden 
Menschenverstandes m den Htand, den Fall zu behandeln. "Überhaupt 
ist es bei allen anseien Aibeiteu eitorderhch dafs man nicht blos 
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einer Schablone folgt: — gerade die selbständige Überlegung über 
seine eigenen Probleme befähigt den Ingenienr, bäufig schwierige Auf- 
gaben mit geringen mathematischen Hilfsmitteln zu lösen. 

Dies gilt auch für obige Betraclituiig-, wo statt der StromBtärke die au 
übertragende Energie P vorgeBcirielien ist und für diese der günstigste Kabel- 
qoerschnitt gesucht wird. Die Länge der Trace betrage n fet" und die Leitung 
^a- und Eaciüeitung zuBammen) habe einen Widerstand von r Ohm pro Kilo- 
meter; femer sei V^ die Spannung am Generator, gegeben; bedeute die 
Stromstarke und T die Spannung an der Endstation. Dann ist: 

Fl — F= Cnr. 
Nun ist F ^= f l gegeben, und wir wissen bereits, daTs die Stromfort- 

(1, s _ C'.' + -',' + 4 

Bind, wo wir f und & kennen. 

Daraus mlissen aich die Bedingnngen für die günstigate BemeHsnng des 
Kabels ermitteln lassen 

Sowohl C als -iucli !- Bind hier vei^nderliche GTÖraen; aber sie sind nicht 
nnabhHngig von einander, dpnn es gelten die Beziehungen; 

(2) r=V^ — Cnr und P=CF, — C=«r, 

Dur(h eine einfache Umrechnung können wir also y als Funktion von G 
allein (dtr i du r alltm findtn, Z. B. crgiebt sich ans Gleichung (2): 

Indem wir diesen Wert in Gleichung (1) einsetzen, erhalten wir 

'■>= ■ n — + öT7=rp + ''- 

Diese Gtleicliniig enthält aufser C nur Konstanten so dafs wir den Wert 
von finden können, bei welchem y ein Minimum wird, kennen wir aber diese 
Stromstärke, so finden wir den zngehBrigen Widerstand aus (31 

Bis jetzt haben wir angenommen, dafs der Lesi-r nur a" im differenaieren 
■vermag; infolge dessen kann er diese Aufgabe erst dannwtitir verfolgen wenn 
er etwas im Kapitel III gearbeitet hat*). 



hetze wir diesen Ansdruot "le ch Null so erhalten w r len ge uchten 
Wert fr* Es ha,tte n cht v el Wert h er nseren Betrachtungen noch 

we ter zu gehpn ohne bestimmte Zahlenwerte e nznsetzen Man rechne deshalb 
we ter m t den Werten 1 = COO Volt = 10 Kilometer / = 20U Watt 
i = 1600 ui d B che C und dann 

Wegen we terer interessanter Rechnungen iil er d esen liegenstand ver 
weisen wir auf das Buch von C Hoche egg Anordn ng und Bemess nj, elek 
tcischer LeilTungen 

Besonders hervorheben m hten r n 1 dals l p,egeb n Vv rten f r 



w 
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Hydraulische ArbeitsülDertragmig. 



In meinen Vorlesungen ober „Hydraulic MacMneiy" leitete ioli einen Aus- 
druck ab für den bei lijdranliBcher Ärbeitsiilj ertragung duicb ein Eokr auftreten- 
den ÖeBamtverluat. Dieser Wert wurde als Funktion der von der primären Ma- 
scMne geleisteten Arbeit, des höchsten Druckes und des Eohrdurchmeasers d 
Üt. Es war dann leicht, d so zu i^^Men, dafs die Qeaaintkosten ein 
1 werden. Wenn man jedoch p, den Druck an der sekundären Station, 
und die sekundär geleistete Arbeit von vornherein als gegeben annimmt und 
damit auch Q, die sekundliche WaBsermeuge in Kubikmeter, und wenn man 
die Kosten der Verlegung proportional mit dem Quadrate des Durehmessers 
einsetzt, so ergiebt sich fär die Gesamtkosten ein Anadmck von folgender Form; 

Dabei hängt der Wert der Eonstanten a, b und e ab von den Eraeugunga- 
kosten der Energie, dem Zinsfufse, dem Eiseupreiee etc. Dieser Anadmck wird 
ein Minimum, wenn sein Differentialqnotient nach d gleich Null wird, d. h. 

2eld = äalQSd-^ + SbPg^d-^ 

wird. Aus dieser Beziehung können wir dann den günstigaten Wert für d leicht 
durch Probieren ermitteln. Die Konstanten b und c werden anch mit durch die 
Festigkeit des Materials bedingt, und ea ist alao möglich, zu entscheiden, ob 
Schmiedeeisen oder Gufseisen geringere Geaamtkoaten ergiebt. Aber auch dann 
ist immer noch eine Position vemachläasigt, nämlich die Kosten der Maschinen 
und der Pumpen. 

Im Anschlufs an das letzte Beispiel wollen wir Jetzt noch eine Aufgabe 
über elektrische Leitungen behandeln, bei der zwar kein Maximum oder Mini- 
mum 3u ermitteln iat, die aber gerade hierher pafst: 

Eine elektriselie Verteilungsleitung gebe dauernd auf jedem Kilometer 
ihrer Länge eine Stromstärke von a Ampöre ab. Es sei x die Entfernung irgend 
eines Punites (in Küometem) von dem der Dynamomaschine abgelegenen Ende 
der Linie. Ferner sei C die Stroms'feke und F die Spannung an dieser Stelle, 
und r der Widerstand der Leitung pro Kilometer in Ohm (und zwar der Wider- 
stand von einem Kilometer Hinleitnng und einem Kilometer Rückleitung zu- 
sammen). 

Der auf einer Länge Jx abgegebene Strom ist JÜ oder korrekter: ^sc — , 

und die entaprechende elektrische Energie beträgt: Jx ■ V- — Watt. Ist also 

P die an der betreffenden Stelle <e pro Längeneinheit (km) abgegebene Energie, 
so gilt die Beziehung: 

Kun wollen wir mit V-\- ^V die Spannung bei x -\- ^x bezeichnen. Dann 
ergiebt sich für die Stromstärke, da ja r ■ z/a der Widerstand des betrachteten 



Bei dieser Länge des Kabels wird nämlich P genau gleich dem durch den 
Ohmschen Widerstand des Kupfers bedingten Verlust. 
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Elektriscte Terteilimgsleitmig-. 



StüokeB ist, der Wert: C = — — oder genauer, da ja dieser Ansdrnok nur 

daim korrekt wird, wenn Jx immer kleiner und kleiner genommen wird; 

-MI- 

Wir hatten -r— = a gesetzt; iat nun C = für x^O d. h. am Ende des 

i konstant an, so lautet nunmehr Gleichung (2); 

_ "^^^ 
''"^ ~ dx' 
woraus sich ergiebt: 

(3) r^V, + irax\ 

Dabei bedeutet V^ die Spannung am Ende der Strecke. 
Die Gleichung (1) lautet dann : 

(4) P = «.F„ + ira'3!^ 

Nehmen wir beispielsweise: V„ ^ 200 Volt, « = 25 Ampere pro km Trace, 
)■ = I Ohm pro km, so können wir leicht naotrechnen, wie die pro km ab- 



Generator entfernen. 


ih verrin 
1 -P 


300 

1 212,0 

2 250 

3 1 312,5 . 

4 1 400 1 


5000 
6313 
6260 
7812 
10000 



Ist Fj die Spannung bei der Djuamo, und ist die Linie im ganzi 
lang, so ergiebt sich aus (3); 

y,-T, + i„n: 

Die Leistung pro Kilometer kann im äufsersteu Falle P^ = aF„ 
sind uns nun V, und P„ gegeben, und wird F^ gesucht, so finden i 
n nicht gröfeer werden kann als 

F, 



e ein^n möglichst gleichmäfsigen Wert zu erzielen WMWscft««, so können ^ 
;hen 

aen, worin a, b und c lüonatanten sind. Dann wird ---r— = «»; — bx', 

Da nun P ^ V -j- oder gleich V{u — cbx°~^) iat, ao können wir leicht 

rei Konstanten a, 6, c so bestimmen, dafs P bei drei beliebig angenom- 
1 Punkten der Linie denselben Wert hat. 
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Elektrische Zeitfconstante. 



. sei: r = 1 Ohm, F„ = 100 Volt, 
c = 0, « = 1 km, a: = 1,5 km. 
1 fluden wir durch. Probieren, dafs 



P= 10000 Watt fiir folgende drei 



C— 100« — lt,75 3;^'"" 

: dann leicht C für irgend i 



1 lieliebigen 



sein mafs, und daraus können i 
Punkt der Strecke ermitteln. 

Beispiel 19. Die Anschaffungskosten einer Maschine mögen 
ax + ly Mark betragen; ihr Wert für mich sei dagegen proportional 
mit xy. Gesucht werden nun die günstigsten Werte von x und y^ 
wenn für die Anschaffung eine feste Summe ausgeworfen ist; es soll 
also xy ein Maximum werden. 

Wir setzen c = ax -{- iy, sodafs 

wird. Dieser Ausdruck wird ein Masimiim, wenn 



= 2 -r- 3^ oder ax^ -^ 



wird. Folglich ffieht 



ax^iy = -, 



die günstigsten Daten für die Maschine an. 

Beispiel 20. Die elektrische Zeitkonstante einer cjlindrischen 
Drahtspule ist näherungsweise: 

"^^äx + hy + c^' 

Darin bedeutet x den mittleren ^ . 

Radius, y die Differenz zwischen .(/ 

dem inneren und dem äufaeren Ra- ^- —.— 

dius, s die axiale Länge der Spule; ",.".:" .::. "..:.". ^ "..::;:::::.:":. 

m, a, h, c sind vier Konstanten, ■ — ~ — 

deren Werte bekannt sind. | 

Das Volumen der Spule ist j-ig, 9_ 

2TtxyiS. 

Gfesucht seien nun bei gegebenen Volumen der Spnle diejenigen 
Werte von x, y und ^, für welche m ein Maximum wird. 

Wir setzen demnach 23i: ■ xys = g und fragen: wann wird 

yz "'" xz xy 
ein Minimum? Wir substituieren für s seinen Wert; dann geht unsere 
Frage über in die nach dem Minimum von: 
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70 




Drahtseil einei 


Hängebrücke. 




[1.37 


Diesen Ausdruck wollen wir 


11 nannen. D» n 


«n » und j, 


tmali- 


hängig 


von einander sind, so müssen -wir -^ und 


If em»ln 


gleich 


Null setzen. Dann 


erhalten wir: 










« + - ^ 


"-. - 0, 










+ h ^5 


■nxy' 










-'y--:h' 


-f-ih- 






Die Division d 


r beiden letzten Grleichungen ergiebt: 






V 




"Zkf 






Daraiis 


folgt dann 












und 

ff _ -iV «ftg 

38. Das Drahtseil einer Hängebriicke trägt seine Last vermittelst 
angehär^er Stangen; die so angebrachten Lasten sind für die einzelnen 
Hängeeisen ungefähr einander gleich und gleiohmäTsig verteilt. Für 
die Rechnung nehmen wir an, dafs das Seil ganz gleichmäfsig be- 
lastet sei, und zwar sei das Gewicht der Last für die Längeneinheit, 
horizontal gemessen, gleich w. Ein 
fast horizontal verlaufender gleich- 
förmig gebildeter Telegraphendraht 
genügt nahezu dieser Voraussetzung. 
Welche Gestalt wird Aas Seil an- 
nehmen? 

Der tiefste Punkt des Seiles 
(cf. Figur 10) sei der Nullpunkt 
des Koordinatensystems. Die 
Äbscissenase OX läuft von hier 
horizontal und tangential zum Seile. 
Die Ordinatenaxe Y steht in 
vertikal. Ein beliebiger Punkt P des Seiles habe die Koordinaten 
X und y. Man betrachte nun die Gleich gei 



r 


.r 


/ 


/> 


^, 


1 


/i 


V 






,„ 





TuHe, 



OP der Km 



Derselbe ist im Gleichgewicht unter der 
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Drattseil einer Hängebrücke. 



Wirkimg erstens einer Zugkraft T^, welche tangential in aa- 
getraeht ist, zweitens einer gegen die x-kxQ geneigten und zwar 
tangential znr Kurre im Punkte P angebrachten ^ 

Kraft T, drittens einer in Richtung der nega- 
tiven Ordinatenaxe wirkenden Kraft wx, welche 
die Resultante der Schwerkraft für unser Kurven- 
atück OP ist. 

Man wende nun die Regeln über Kräfte am 
starren Körper an. Dabei ist als starr ein Körper 
zu bezeichnen, wenn die auf ihn ausgeübten Kräfte 
eine Veränderung seiner Gestalt nicht mehr be- 
wirken. Ziehen wir ein Dreieck, dessen Seiten parallel den drei ge- 
nannten Kräften laufen, so müssen diese Seiten den drei Kräften 
proportional sein. Ist & die Neigung Ton T gegen die a;-Axe (cf. 
Figur 11), so folgt: 
(1) -^ =cos#, 



(2) -Y- = tangö-. 

Da aber andrerseits für unsere Kurve ^ = 

woraus man durch Integration gewinnt: 



g'9' zutrifft so ist 



'■ % 

Die Konstante G hat den Wei-t 0, da für *' = der Wert ?/ = zu- 
trifft. Die G-leichung der Kurve ist somit: 

(4) ^=2""r, *'' 

sie stellt eine Parabel dar. Hieraus folgt natürhch umgekehrt wieder: 

und da T cos %■ = T^ ist, so findet man endlich: 

(5) ^=^o]/l + |^«^ 

Eine Reihe sich hier ans ehliefs ender Rechnungen ist nun leicht 
ausführbar. Ist z. B. für einen Telegraphendraht l die Spannweite 
und J) der Durchhang, d. i. die Höhendifferenz des tiefsten Punktes 
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gegen die beiden gleich hoch angenommenen Äufhängungspunkte, so 
haben wir für Formel (4) zu beachten, dafs für x = jl offenbar 
y — D zutrifft. Es ist somit: 



2> = |y-J-/^ oder 2'o = 0' 



und hieraus ist die Sjiannung T an ugend emei Stelle x nach (Ö) 
leicht zu beiechnen 

Bei der Unteisuehung dei Gestalt eines gleichförmigen und nur 
mit seinem eigenen He wicht e belasteten Seüe« ist die Integration 
nicht ganz so lenht austuhrbai Diese Entwicklung, welche die 
Kenutnis des dritten Kapitels voraui^setzt, gehen wir in einer Note*). 

*) Das Gewicht eines Teiles OP unserer Kurve cf. Figur 10) ist jetzt 
jjiüit Kiehr gleicb. icc sondern gleich tei wenn s die Bogenlänge der Kurve 
von bia P ist Die Kurve selLst tragt m diesfm Falle den Namen der Ketten- 
hnie An 'Stelle der Irluciiung (3) tritt 



^ = ^ o kr 



URs 


m^. 


1 2; = , 




Ist d? em 


Bogen 


differentnl u 


und 


also 


folgt aui 


5 (1): 


ds 
dy 


y(S)'+ 










y«!.+^:\ 


<hj ^ 




wori 


WS » 


aan durch Integration gewinnti 






<2) 








y + c^ 


yc=+ 


,•- 






Hierbei ist die Integrationskoiiatante derart heBtimmt, dafs für j/ =^ die Bogen- 
länge s = zutrifft. Aus (3) folgt; 
(3) s^ = y^ + 2yc. 

Durch Eintragung des hieraus entspringenden Wertes von s in (1) findet mau 
■weiter: 

dx = -^^%-lzz — ■ 
Durch Integration folgt: 

;„ _ J log 9 +l±VZ±li' . 

hier darf keine von verschiedene Konstante mehr hiuaugesetzt werden, da die 
Gleichung für x := 0, j/ ^= 0, d. h. für den Ursprung des Koordinatensystems 
erfüllt sein mufs. 



't + c + W' + ^Lat-e 
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Wirkungsgrad der HeizflBicbe im DampfkeBeel, 



Ist das Seil so flach, dafs wir das Gfewicht eines f 

proportional seiner Horizontalprojektion setzen dürfen, so haben wir 

nach obigem die parabolische Gestalt. 

S9. WirkBngsgrail der Heizfläche eines Dampfkessels. Die 

Wärmemenge, welche ein Gas bei Abkühlung von der Temperatur 
= 6^ his auf 6 = 6^ abgiebt, sei pro kg Gas gleich c(Öi — öj), unter 
c eine Konstante Yersfcanden, [In Wahrheit trifft diese Annahme der 
Proportionalität zwischen abgegebener Wärme und Temperaturdifierenz, 
also die Annahme einer konstanten spezifischen Wärme des GEaaes, 



■woraTis weiter leicht folgt: ^ 

Durch Addition dieser beiden Gleichungen entspringt: 

Mau. gehe jetzt nachträglich xa dem in Figur 12 gezeichneten Koordinaten- 
ayatem flher, dessen Nullpunkt in der Entfernung c senkiecht unter dein tiefsten 
Punkte der Kettenlinie gelegen ist. Die Ordinate y, im neuen System ist als- 
dann dnreh yj^y-\-c gegeben, während x unverändert hlcibt. Die Gleichung 
der Kettenlinie wird jetzt: 



(4) !/. -iC 

was man unter Gebrauch der 
Funktion cosh, d. t, des hyper- 
bolischen Cosinus , auch so 
schreiben kann ; 

y, = <■■ cosh ( ^ j ■ 

Auf Grund Ton (1) findet 



Wir bemerken, dafs über die Werte der hyperbolischen Funktionen sinhi* 
und Cösh« Tafeln publiziert sind. 

Unter noclunaliger Rückkehr zu den Figuren 10 und 11 stellen wir für 
die Zugspannung im Punkte P die Gleichung auf; 




oder, da aus (3) öicli sofort 



-~^— oder endlich T ^ tvi^ -\- i:) =^ wy,. 
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.Wü'kiuigBgrad der Heizfläche im DftmpfkeBael. 



nicht genau au.] Als Gesetz für die Wärmetransmission der Heiz- 
fläche nehmen wif nach Versuchen von Peclet an: Die Wärmemenge, 
welche TOn dem Heizgase durch die Kesselwand in das Wasser üher- 
tritt, sei pro Stande und qm Heizfläche m 0\ falls Ö die an der be- 
treffenden Stelle herrschende Temperaturdifferenz zwischen Gas und 
Wasser ist. Nun sei Öj der Wert von für das Feuerende des Zuges, 
und Ög derjenige für das Fuchsende, Dann wollen wir den an einer 
beUehigea Stelle dea Feuerzuges vor sich gehenden Wärmeaustausch 
betrachten. 

Die Gase mögen vom Rost bis zn einem bestimmten Punkte, an 
dem die Temperaturdifferenz zwischen Gas und Wasser herrscht, 
im Ganzen eine Heizfläche von S qm bestrichen haben; von dort 
strömen sie weiter nach einer Stelle, wo S zu S + ^S und zu 
B-\-^6 geworden ist. Dabei ist übrigens A8 negativ, wie wir 
gleich sehen werden. 

Wir nehmen nun an, dafs der Beharr ungs zustand eingetreten sei, 
und dafs durch die Fläche JS während jeder Stunde eine Wärme- 
menge mö^-^S von den Gasen an das Wasser abgegeben werde. 
Wenn dann wahrend einer Stunde Wkg der Gase an dieser Stelle 
vorbeiziehen, von denen jedes —c-zld Calorien abgiebt, so erhalten 
wir — Wc-zJ$ als zweiten Ausdruck für die stündHch durch die Fläche 
^S abgegebene Wärmemenge; es entspringt somit die Gleichung: 

oder korrekter: 

,y dS _ Wc ^_ 

^ ' de ~ " in ' e^ ' 

Durch Integration nach d finden wir dann: 

(2) S='^ l +a, 

wobei a die IntegrxtionsLonstante i&t 

Wir setzen nmi fdr spezielle Werte ein; zunächst: ö = öj, 
d. L gleich der Temperaturdifferenz am Feuerende, wo 5 = ist; dann 
erhalten wir: 

„ ITc 1 , Wc 1 

0= ^ -^-H«, "'^~ ÜT T' 

sodals (2) übergeht in: 

Diese Gleichung zeigt, wie 6 mit wachsendem S vom Feuer- 
eude zum Fuchs immer mehr abnimmt, und es lohnt sich der Mühe, 
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I. 39] Wirkungsgrad der Heiafläche im DampfkcBBel, 



eine Kurve aufzustellen , welche die Beziehung zwischen S und 6 
darstellt. 

Ist fortaa iS die gesamte Heizfläche des Kessels, die zu Ö^Ö^, 
d. i. zur Temperaturdifl'erenz am Fuchsende gehört, so erhalten wir: 

Auf dem Roste enthält jedes kg der Heizgase cO^ abgebbare Cal.; 
davon gieht es an das Wasser in Wirklichkeit aber nur c-(0j — 6^) Cal. 
ab. Infolgedessen kann als Wirkungsgrad der Heizfläche der Quotient 

(5) -E^-'-j^"- 

angesehen werden, den wir gemafs Gleichung (4) auch folgender- 
mafsen schreiben können: 



Nun sei W das Gewicht der pro Stunde verbrannten Kohle. 
Dann ist W= ISW, wenn gerade soviel Luft zugelassen wird, wie 
zur vollständigen Verbrennung erforderlich ist. In Wahrheit wird 
stets mehr Luft zugeführt. So ist bei künstlichem Zuge gewöhn- 
hcher Anordnung W etwa gleich 20 W; bei Feuer mit natürlichem, 
durch den Kamin ei-zeugten, Zuge haben wir etwa mit W— 26 W 
zu rechnen. 

Je gröfser der (praktisch unvermeidliche) LuftÜberschuTs ist, 
desto geringer wird natürlich ö^. Aber die Erfahrung zeigt, dafs Öj 
sich nicht umgekehrt proportional mit TP" ändert, wie man wohl auf 
den ersten Blick vermuten möchte. In welcher Weise ö^ von dem 
Betrage des Luftüberscbusses abhängt, wissen wir zwar nicht genau; 
angenähert scheint indessen Folgendes zu gelten: wenn -=-- die pro 
Stunde und pro qra Heizfläche verbrannte Kohlenmenge bedeutet und 
wir diesen Quotienten mit w bezeichnen, so aeheint ein Gesetz etwa 
von der Form: E ^ j-j^ — zu bestehen, wobei a von dem Betrage 
der überschüssigen Luft abhängt. In der Praxis hat man gefunden, 
dafs für natürhchen Kaminzug a = 0,1 und für künstlichen Zug 
a = 0,06 ziemlich zutreffende Resultate ergiebt. 

Sind besondere Einrichtungen zur Vorwärmung des Speisewassers 
vorhanden, so kann man diese dadurch berücksichtigen, dafs man 
den Zähler des Bruches grÖfser als 1 annimmt. 
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Witkwngsgrad der Heizfläche im DampfkeaBeL 



Anstatt des oben angegebenen Gesetzes, dafs die pro qm Heiz- 
fläelie und pro Stunde von den Grasen abgegebene Wärmemenge pro- 
portional mit d^ sei, hat man vielfach — iind ■wahrscheinlich trifft 
dies besser zu — auch angenommen, dafs diese Wärmeabgabe propor- 
tional mit 6 ist. Dann nimmt die obige Gleichung (1) folgende Form an: 

'^'■^ de fliö ' 

(2) yS = - ^- log e + eonst. 

Wir setzen nun wieder für 6 zunächst den Wert ffj, d. i. die 
Temperaturdifferenz am Peuerende, ein; dort ist S = 0, sodafs unsere 
Xonstaute gleich — logöj wird und G-leiehung (2) übergeht in: 

Ist andererseits S, wie vorhin, die gesamte Heizfläche, und 9^ 
die Temperaturdifferenz am Fuchsende, so wird für diese Stelle: 



(4) S- 



Der Wirkungsgrad 
(ö) J5=^ 

wird dann : 

(6) i;=l--^ = l-e"^. 

Oder, wenn wir wieder mit w das Grewicht des Brennmaterials 
pro Stunde und qm Heizfläche heaeiehnen, so geht Gleichung (6) 
über in: ^ 

(7) r-i-T" 

40. Ärlbeitsleistim^ einer expandierenden FlusBigteif j Er spi m iioend 
einem Augenblicke p der Druck und v das Volumeu einer FlilssigliPit wpIcLp 
bei der Bspanaion bereits eine Arbeit von "B mkg ^elpittet bat Dann lat ■■ine 
gute Definition dea Druckes 
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r expandierenden Flüsaigkeit. 



Anschaul h w d u 1 Satz durch folgende Überiegimg werden; 

Wenn die Flu gk t h tiin la V lumen Jv auadehnt, bo leistet aie dabei 
eine Arbeit p J w 1 h 1 t MW ist; daraus folgt dann unmittelbar: 
_ JW 
^ ~ Mv 

Dies ist aber nur dann genau ncbtig, wenn Jy weiter und weitpr gegen 
die ftrenze abnimmt, tind damit kommen wir auf Oleiehimg (1) 

Nun möge die Flfleaigkeit erpandieren nii h dem Gv^ipf/e 
{1, p .'^c, 

wobei ( eine Konstante bpdeutct 

Dann iit ^ = c i~', und die« »oll alaj der Difier iitiabiuitient von W 
nach V ifiin Wir haben demnach zu setzen 



Wir integrieren gemäfs der in Art. 28 besprochenen Eegei und erhalten; 

(S) TT- ^"ti^ .-■+' + C, 

wobei C eine Konstante ist. CJm den Wert derselben zu finden, setzen wir ieat, 
dafs wir die Arbeit Wvon dem Werte v^% des Volnmens ab rechnen wollen; 
d. h. es ist Tr= f ür « = -w:. 

Dann gilt föi diesen Zustand; 



Diesen Wert von C setzen wir nun in Gleichung (3) ein und erhalten; 

(4) Tj^=_^ («!-«_ „;-«). 

Entsprechend gilt für die bei der Expansion von v^ auf ;;„ geleistete Arbeit ; 

Diese Lösung kann zweckmäfsig auch noch in andere Formen gebracht 
werden. Aus Gleichung (2) haben wir nämlich ; 

c=p^vl = p^vl 
Indem wir diesen Wert fiir e in (6) einsetzen, erhalten wir: 



oder endlich; 
(6) 
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Yeremfachtes Dampönasclunendiagrainm 



eine Formel w Iche bti Berei-linimg von ßas und Dampfmiachmen vielfach. 
Lerratat wird 

Es giebt einen Fall bei welchem iliese Lösung ihre Dienste veiöagt Man 
versuche s^ 1 einzusetzen das heifst man suche zu bestumnea welcbc Arbeit 
eine Flüssigkeit bei lei Expansicn von l, auf i, leistet wenn sie nach folgen 
dem (jtesetz PipandieTt 



^' 7, ~' 

Man ■wird nun iLlgemem hnden dals bei der Integration von j die m 
Art -8 angegebene Lösung unbrauchbar wird wenn m = — 1 lat aber wii 
haben schon gesagt und werden es auch bald beweiBcn daXs das Integral von 
j ^ gleich log J ist Demnach ist das Integriil \on 7 
Tr=ö -logu + C. 

Wenn wir nim. in derselben Weise weiter achÜersen wie vorhin, werden 
wir für diesen Spezialfall finden; 
(8) «■;, = c ■ log ^ ■ 

41. Vereinfachtes DampfmaschinendiagramM. Der Dampf werde dem Cylin- 
der mit dem konstanten Druck p^ zugeführt, während der Dampfraum hinter dem 
Kolben von bis v, anwächst. Die da- 
bei geleistete Arbeit ist gleich v, Pj . Nun 
expandiere der Dampf am das Volumen v^ 
nach dem Glesetze: p-v'^e. 

Die während dieser Periode geleistete 
Arbeit ist dann gegeben durch Gleicbnng 
(6) oder (S\. 

Der Gegendruck hinter dem Kolben sei 
j),; dann ist die Arbeit, welche die Aus- 
treibung des Dampfes bei dem Rückgänge 
des Kolbens erfordert, gleich p, s?, ; die Kom- 
' pression vernachlässigen wir bei diesem Dia- 

B ze hnen wir nun noch — , den Ex- 
■ als fesamte 4rbeit des Dampfes pro 



Nun ei 1 r mittlere md z erte D-uck olafs p.-v gleich der eben 
angegebenen mdiz erten Arbe t w r 1 } kann durch Planimetrieren aus dem 
1 fgenommenen Indikatordiagramm gefunden werden Wir setzen die beiden 
A drd te gle et und d vid eren 1 u h dann e halten wir nach einigen 

^ p ßfa bin «en 
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Erklärung des bestimmten Integrals. 



In dem Speaialfaile , dafs s = 1 ist, finden "b 
1 + logr 
P- = Pi — --^ Pi 



■ anf dieselbe Weise: 



42. Bestimmtes Integral. 



/«' 



Erklärung. 
'x)dx 



; Symbol: 



:t für uns folgende RecheiiTorschrift: „Man bereclii 
das unliestimnite Integral von fix), trage in 
ander für x die Werte & und a ein und ziehe den letztes 



aeli Art. 28 
nach Bin- 
der beiden 



entspringenden Werte Tom ersteren ab"*). Das Resultat wird als das 



Das symliolisch durch: 



ft) 



/(/ 



( ] 



l h t I te ral w d 

äch t t w 1 h als Tonkti und , 

inb ng f ^ zu tegn nnd w 

hntt wi li d Q nz /■(• ) und P ) 
1 timmt int gri d tap 



h tt z 

g nt 

h d a 



t b k ta t c 



. te d K d at 



: l d =rf dy & h lU li 

I t It Ui h kl R ht 

paUllnf Nli-ifh gd 
I teg 1 



j[F{^)-t{xy]äx 



au berechnen. Braiclitlicii bedeutet dasselbe den Flächeninhalt desjeni; 

der 3;!/-Ebene, welches zwischen den beiden durch y •= F{x) 

dargestellten Kmven und den zu x = a 

und X = h gehörenden Ordinaten gelegen Y 

ist (of. Figur 14). Man wird im Anfange 

am besten thun, sich nur mit der Gestalt (2) 

des Integrals und also mit Ausmessungen 

von Flächeninhalten der bezeichneten Art 

zu beschäftigen. 

H. Bedeutet etwa m das Gewicht einer 
auf dem beschriebeaen Stücke der Ebene 
aufliegenden Schicht Gold pro Einheit des 
Plächenmat'ses, so wird u dx dy das Gewicht 
der aber dem Flächenelement Axdy ge- 
legeneu Schicht sein Da^ Integral aber wird 
Am Gewicht der ganzen über dem fh^behen 
Ebenenstücke gdegenen ''cbicht sein — 

Wüjischt man allgemein anzuzeigen 
dafs irgend eine lon den drei ^anabelei 
3!, 3/, e abhängige Grölse m. iil er irgei d eii 
Raumes integriert werdpn soll so bedient 




nicht näher angegebenen Teil des- 
a sich des dreifachen Integrals: 
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80 Deutung der bestimmten Integrale. [I. 43 

besUnimte Integral von f(x) zwischen den Grenzen a und b bezeichnet. 
Man beachte, daTs eine wülkürliche Konstante, die im Ausdruck 
des imbestimmten Integrals enthalten ist, bei der zur Berechnung 
des bestimmten Integrals erforderlichen Subtraktion einfach fortfällt. 
Bei der Integration zwischen bestimmten Grenzen verfährt man 

zweckmäfsiger Weise so: Um z. B. jx^d'X zu berechnen, bestimmen 

wir das unbestimmte Integral Ja:'^ dx = \x^ und bedienen uns der 
Schreibweise: ;, 

fx^ äx - [| x'X, = I ^-^ - i a\ 

Allgemein haben wir entsprechend, wenn <Ias unbestimmte Integral 
ff(x)dx gleich Ff^x) gefunden wird: 

ff(x) dx - iF{x)t - Flb) - F(a). 

Offenbar ergeben sich aus der Definition des bestimmten Integrals 
die beiden Regeln: 

«benBO wie man in unbestimmter Form bei Integrationen über Bereiote in der 
Ebene die Bjmbolisclie Bezeiolinung braucbt: 

Hin solrhes Plächenintegral" 'Jcbreibt man auch manchmal- 

-unter ? b ein Tlä^henelement verstanden wol pi sich alsdm i 1 durch / an- 
gedeutete Srnnmierung auf alle Elemente des m der El ene vc rgeschnel enen 
Bereiclieä bezieht Ancli bei Integrationen iler Beieicbu getrflramter Pli hen 
benutzt mai die Sokceil we se „ 

/ ■"■ 

Diese Bezeichnung schlielst sich derjenigen eines «Dgenannten Lmienmtegrales 

an welches sich aut ein Stuck irgend einer ebenen odei im Räume gelegenen 
Knrve Veaieht deren Element d i*)! 

Das Lmienintegral der 7uj,!kiaft welche auf einen liiaenbahnwagen aus 

feübt wird liefert die insgeaamt geleistete Arbeit Beim Strömen einer Flüssig 
Pit durch eine Fläche ist aofem ti die normal gegen die Fläche gerichtete 
Geschwindigkeit ist das Flachenintegral iidS einfach gleich ier pro Sekunde 
hmdurchgeHtiomten ilus« gteitsmenge Dpi Ingenieur hat I ei seinen praktiacten 
Arbeiten unauagesetzt mit Linien Flächen und Eaum« tegralen an thnn und 
ei hit m den hier gebraucht n symbolischen Darstellungen der Integrale gir 
nichtä w itei ii sehen als waa ihm ins \i-r Prixis bereits ^ollk^mmen g-' 
läutg l'-t 
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Flächeninhaltabestimmtingen. 



ff(x)dx = - ff(x)dx, 

ffix) äx -ff(x) dx +ff ix) dx. 

43. Plächeninhaltsbestimmangen. Ea sei in der a;!/-Ebene eine 
Kurve durch ihre Gleieliung gegeben, und es sei PS (ef. Figm- 15) 
eta Stück dieser Kurve. Für das 
in der Figur durch MPQT lie- 
zöielinete Stück der Ebene soll der 
Inhalt bestimmt werden. 

Der zu bestimmende Inhalt 
heifse /, und es werde geset/t 
(Cf. Figur 15): 

ÖT = x, QT=y, 

Ist entsprechend der Inhalt des Stückes MPIiW durch I+zlI 
bezeichnet, so bedeutet offenbar JI den Flächeninhalt des Streifens 
TQBW. 

Wäre iJas Stückchen QM unsei-er Kurve gerade, so wäre: 

z!I=^Jx-(TQ+ BW) = z]x{y + ^zJi/) 
und alsor ^j 

Nun weicht das Kurvenstück QR 
bei mehr und mehr abnehmendem 
^x immer weniger von der Ge- 
raden QB ab; somit wird für den 
Grenzübergang lim. ^x = die 
Gleichung: 




(1) 



dl 



: = y 




eintreten. Mithin ist / eine solche 
Funktion von x, deren Differential- 
quotient gleich y ist; d. h. I ist 
gleich dem Integral von y. 

In Figur 16 möge durch CQD die durch p = a + bx^ gegebene 
Kurve dargestellt sein, und EMGF sei die Kurve von der Gleichxmg: 
w, = c -\- ax -\- \hx^, 
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sodafa y^ das Integral von y ist. In welchem Sinne stellt y^ das 
Ergebnis der Flächenberechnung bei der Kurre CD dar? Offenbar 
liefert die Ordinate GT der zweiten Kui-ve in einem bestimmten 
Mafsatab gemessen die Mafazabl für den Inhalt der bei der ersten 
Kurve auftretenden Fläche MFQT., wobei MF als Ausgangsordinate 
gewählt ist. 

Umgekehrt gilt der Satz: Die einzelne Ordinate TQ der ersteren 
Kurve mifst die „Steigung" der zweiten Kurve i'-P an der ent- 
spreclendea Stelle G. Man beachte gleich noch, dafs, wenn wir aUe 
Ordinaten der Kurve J^F um ein und dasselbe Stück zu- oder ab- 
nehmen lassen, hierbei die Steigung der Kurve EF an keiner Stelle 
verändert wird; folglich wird auch die Ordinate y der zuerst ge- 
gebenen Kurve, welche allein die Steigung der Kurve EF mifst, 
hierbei nicht verändert. Zu einer gegebenen Kurve CD gehören 
demnach unendlich viele Kurven von der Art der Kurve EF] die 
einzelne unter ihnen werden wir durch die Festsetzung bestimmen, 
dafs der Flächeninhalt bei der gegebenen Kurve CD von einer ge- 
wissen Anfangs Ordinate, wie in Figur 16 von MF aus, gemessen 
sein soll. 

Knüpfen wir die Betrachtung an das unbestimmte Integi-al F(x)-\-c 
von y, so bleibt die Anfangsordinate für die Flächenmessung selber 
unbestimmt. Setzt man alsdann cc = OM ein, so gewinnen wir für 
den Flächeninhalt von der unbestimmten Anfangs ordinate bis zur 
Ordinate MF den Wert F{0M) -{- c. Setzen wir weiter x=ON, so 
entspringt F{ON) -|- c als Flächeninhalt von der gleichen Anfangs- 
ordinate bis zu NR, Mithin ist der Inhalt der Fläche zwischen MF 
und ~NR einfach gleich der Differenz F(0N") — F(0M) der beiden 
berechneten Inhalte, wobei die unbestimmte Konstante c ausfällt. 

Der durch das Symbol: 

ßdx 

dargestellte Zahlwert würde somit nach folgender Regel zu berechnen 
sein: Man integriere zunächst y unbestimmt, berechne den Wert 
des unbestimmten Integrals alsdann für x— ON, endlich für x= OM 
und ziehe den zweiten so entspringenden Wert vom ersten ab. Das 
Ergebnis dieses Verfahrens ist gleich dem Inhalt der wiederholt ge- 
nannten Fläche zwischen den Ordinaten MF und NR. 

Auch wenn die Variabele x und die von ihr abhängende Gröfse 
y irgend welche andere Bedeutung haben, kann es vorkommen, dafs 
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I. 43] Flächeninhalt bei der Paiahel. 83 

man solche Summen von Gliedern y-Jx zwischen bestimmten Grenzen 
X = « und X = b für nnendlicli abnehmende Faktoren ^x zu be- 
stimmen hat. Wir werden uns dann die Function y von x immer 
durch ihre Kui-ve deuten und verfahren für die Berechnung der 

Summe iydx nach der angegebenen Regei. 



Man 



die 



bestimme 
Fläche, welche bei der in Figur 17 
dargestellten Parabel durch die Kurve 
OÄ, die Endordinate AB und das 
Stück OB der Abscissenaxe einge- 
grenzt ist. Die Gleichung der Parabel 
hat die Gestalt: 
(1) ,j - axi 

Für den Einzelwert x ^ OQ ist 
y = 'PQ = ax^. Ist QB = zlx die 
Breite des Streifens FQJRS, so wird 

der Inhalt des Streifens um so eher gleich ax -^x sein, je kleiner 
z/x gewählt wird. Entsprechend ist die zu bestimmende Fläche gleich: 




(ä) 



/»= 



dx = a\lx^]^^^ = \a-{OBf-. 



Wir können nun a durch die Abscisse OB und die zugehörige 
Ordinate AB ausdrücken. Aus (1) folgt nändich: 



AB-=a{(JBf- und also 



{öbT 



Die in (2) dargestellte Flache ist somit gleich: 

^ ^* -{ÖBf = lÄB-Ö'B, 



d, h. 



sie ist gleich i 
Der Kreis von 



{öBr 

ivei Dritteln des Rechtecks OMAB. 



(x — rf + y^^r^ 

mit dem Radius r = ~a^ ist in der Nähe des NtiUpunhtes^ wo für 
die Punkte der Peripherie x gegen y sehr klein ist und also x^ neben 
y^ vernachlässigt werden kann, nähenings weise durch die Gleichung (1) 
darstellbar. Kreis und Parabel zeigen demnach dicht beim Nullpunkt 
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nahezu denselben Verlauf, so dafe das für die Parabel soeben ge- 
wonnene Ergebnis der Fläcbenberechnung nahe beim Nullpunkt an- 
geiüihert auch Tom Kreise gilt. 

Aufgabe 1. Man führe die VlÄchenberechimiig bei der Kurve 
von der Gleichung y = nhx " zwischen den zu x ^ a und x = h 
gehörenden Ordinaten aua. 

Der gesuchte Flächeninhalt ist: 



/•" 



-rfai- '[»■-"];.- 1_, (''--«■-)■ 



Man beachte (cf. Art. 40), dafs diese Formel für ji = 1 nicht gilt. 
In diesem Ausnahmefalle n = l haben wir mit der gleichseitigen 
Hyperbel zu thun. Der Flächeninhalt ist akdann gegeben durch: 

VI j -■ dx ^ m{\ogx\^'= 711 log (-■)■ — 

Ist eine Kurve von der Ixleichnng: 

y =" a + bx -}- cx^ + ex^ + fx^ 
vorgelegt, ao ist der vom Nullpunkt 3; = an gemessene Flächen- 
inhalt: 

ax + ^bx^ + lcx'^+ \ex^ + \fx^ 

Hieraus kann man dann wieder leicht für ii^end eine andere Anfangs- 
ordinate die Fläche nach oh^fer Regel berechnen. 

Aufgabe 2. Man bestimme den Flächeninhalt bei der Kurve 
1/ = M Yx zwischen den zu 3; = « und x = ß gehörenden Ordinaten. 
Derselbe ist: 

a t xs^ ■ dx --- a\\x''\ =^ V f/3^ — ß^l. 

Aufgabe B. Man bestimme den Flächeninhalt bei der KuiTe 
yx^^a zwischen den tm x = a und x = ß gehörenden Ordinaten. 
Hier findet man: 

a fx- ä . ^z^. _ ^ ^_ ^- ijf _ „, (^- 1 _ ^- IV 

44. Äibeitsleistung bei Änsdelinung einer Flüssigkeit Bei Getraa<,h eines 
beBtimmtPn Integrals lalet Bich der in 4.rt 40 IcBtimmte Arbeitahetrag noch 
etwas kurzer liar^tellpn lit p^cv~ 3 ist Jit l""» le Ausflehnung der 
Flüssigkeit lom Vnlumen !, auf jij geleihtpte Arbeit 
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Docb gilt diese Formel r 



für s ^ 1 tritt a 



c [log <^=. logg). 



45. Scliwerpunkt. Eine besouiiers wichtige Anwendm^ der 
Integi-alrechnung betrifft die Bereclmuug des Schwerpunktes. Hat ein 
homogener Körper einen geometrischen Mittelpunkt, ao iat dieser zu- 
gleich der Schwerpunkt. Allgemein gilt betreffs der Bestimmung 
des Schwerpunktes bekanntlich folgendes: 

Multipliziert man ein sehr kleines Teilchen m einer vorgelegten 
Masse mit seinem Abstände x Ton einer festen Ebene und addiert 
alle für die Teilchen der Masse so gebildeten Produkte, so ist die 
Summe gleich der Gesamtmasse, mnlti- 
p]i;!iert mit dem Abstände x des Schwer- 
punktes von jener Ebene. In einer Formel 
ausgedrückt lautet dies: 

Smx = X ■ Uvi. ^ 

Wenn man andrerseits jedes kleine Teilchen i . 

ft einer ebenen Schicht (cf. Figur 18) mit j,.,g, ^g, 

seinem Abstände x von einer in der Ebene 

gegebenen Geraden multipliziert und alle Produkte addiert, so ist die 
Summe gleich der Masse der ganzen Schicht, multipliziert mit dem 
Abstände x des Schwerpunktes der Schicht 
von jener Geraden, Hierfür lautet der 
mathematische Ausdruck: 



S^ix = 



•2:(t. 



Beispiel. Es soll der Schwerpunkt 
eines geraden Kreiskegels bestimmt wer- 
den. Derselbe liegt offenbar auf der Äse 
OB des Kegels (cf. Figur 19), dessen 
Mantelfläche wir uns durch Rotation der 
Geraden O^Xum die 3:-Axe erzeugt denken. 
Zwei zur Axe des Kegels bei den Abscissen '^ "'^ 

OQ = X und x-\-jix senkrecht gelegte Ebenen schneiden aus dem 
Kegel eine Scheibe der Dicke zix aus. Wir fassen diese Scheibe, 
indem wir ^x sehr klein wählen, als Cylinder vom Radius 
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OB 
auf und finden daraufhin als Ma.sse der Scheibe mny^zix, unter m 
die Masse der Volumeiieiuheit verstanden. Wird nun ilx kleiner 
und kleiner, so werden alle Teilchen der betrachteten Scheibe Ton 
einer durch senkrecht zur Kegelaxe gelegten Ebene Ubereiimtimmend 
den Abstand x ^ OQ bekommen. Somit wird die auf alle den Kegel 
bildenden Scheiben bezogene Summe jimixy^äx gleich der Gesamt- 
masse {^^mAIf ■ OJB) des Kegels, multipliziert mit der Abscisse x 
des Schwerpunktes sein. Setzen wir noch für y^ seinen aus der 
letzten G-leichung hervorgehenden Wert ein, so folgt: 
OB 

/mff ( ^^) x^ dx ^ X ■ \ xm A^ ■ OB 

oder nach Foi-theben gemeinsamer Faktoren: 

/ x^dx = X • ^ Oß . 

Nun hat man aber: 

f'xHx = [i-«*]f = i 0B\ 

und also folgt: 

x^\ OB, 
d. L. man erreicht den Schwerpunkt, wenn man drei Viertel der Axe 
vom Scheitel nach der Basismitte zurückgelegt hat. 

46. Wir haben hierbei die Formel für den KaiunJiitialt des 
geraden Kreiskegels als bekannt angesehen. Prüfen wir jetzt diese 
Formel! 

Das Volumen einer einzelnen Scheibe von der Dicke dx ivird 
gleich ny^dx sein. Das Gesamtvolumen wird somit dargestellt durch: 



\0B / ■* 



Der Rauminhalt des Kegels ist somit gleich dem dritten Teile des 
Volumens eines Cyliuders von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe. 
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Schwerpunkt und Inhalt des Paraboloids. 



Wir Mtten die Formeln noch ein wenig abkürzen können, wenn i 
überall «/ = aa; gesetzt hätten. 

Beispiel. Man bestimme das Volu- 
men und den Schwerpunkt eines Eota- 
tionsparaboloids von konstanter Dichtig- 
keit m. 

Es wird (cf. Figur 20) gesetzt: 

Die Gleichung der in Figur 20 ün- 
gegebenen MeridiankurTe CROFA der 
Umdrehungafläehe sei: 
(1) p = ax-. 

Das Volumen der in der Figur durch PQRS angedeuteten 
Scheibe ist iti/dx. Das gesuchte Volumen ist somit: 



y 


A 


-^ 


A 





IT 


&■ 


B 
C 



(2) 



/ 'za'^xdx = \%a? ■ 



0B\ 



Was ist nun hier die Bedeutung Yon «? Setzt man: 
y = AB, x= OB 
i die Gleichung (1) ein, so folgt: 

AB = a ■ OB- und also a = v- ■ 



Für das gesuchte Volumen ergiebt sich demnach aus (ä): 

(3) i jr 41^ OB^ = ijtiB' ■ OB, 

K J ^ OB ^ 

d. h, das halbe Produkt aus der das Paraboloid bei A C begrenzenden 
Kreisfläche und der Höhe OB. Das Volumen des Paraboloids ist 
somit gleich der Hälfte des Volumens eines Cylinders von gleicher 
Grundfläche und Höhe. Wir können den Satz aussprechen: Die 
Volumina des Cylinders, Paraboloids und Kegels mit gemeinsamer 
Grundfläche und gemeinsamer Höhe verhalten sich wie 1 : j : ^. 

Schreiten wir nun zur Bestimmung des Schwerpunktes vom 
Rotati ona parab oloid ! Derselbe wird offenbar auf der Axe liegen. An 
Stelle von 2mx in der Formel für die Schwerpunkts ab sei sse x tritt: 



I niTty-'Xdx oder j mita^a 



xdx. 
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Dieses Integi-al bestimmt sich weiter zu: 

maia^ j x^dx = 7n 7t a^ [^ x^]"" == jmna^ ■ OB . 

Setzt man für a^ den oben bestimmten Wert ' ein, so ergiebt 

eich als Wert des fraglidien Integi-als: 

Dieser Wert ist nun gleicb der Gesamtmasse, multipliziert mit der 
Abscisse x des Scbwerpunttes, d, i. gleicb 

m-\%Ä^- ÖB-x, 
sodafs sich ergiebt: 

x^lÖB. 

Der Schwerpunkt liegt, somit um -| der Axenlänge Yom Scheitelpunkt 
entfernt. 

Beispiel. Die durch y^ax" gegebene Meridiankurve erzeuge 
dnrcb Drehung um die x-kiss eine Robltionsfläclie. Man bestimme 
das Volumen des eingeschlossenen Körpers zwischen den Grenzen 
x = Q und X ^b. 

Das Volumen jedes solchen Rotationskörpers gewinnt man durch 
Integration tob Tty^dx. Die Lösung der vorgelegten Aufgabe wird 
also gegeben durch: 

ji / a^x^''dx = ■ j— [^^""*'^](p = ^ j_ , 6^" + ^ 

Man bestimme weiter den Schwerpunkt unter Annahme der kon- 
stanten Dichtigkeit m. Für einen beliebigen Rotationskörper haben 
wir hierbei mxny^dx zu integrieren nnd den entspringenden Wert 
durch die Gesamtmasse, d. i. das Integral von mxy^dx, zu teilen. 
Ist m, wie hier, konstant, so haben wir: 



Da nun die Gesamtmasse - — j^- fi*" + i ist, so fol^t f(ir x: 
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Wir machen jetzt die Annahme, dafs tn niclit konstant sei, 

sondem sich nach dem Gesetze: 

m = )»(, + car* 
ändere. Es soll dann wieder die Masse und der Sciiwerpuntt des 
eben betrachteten HotationskÖrpers bestimmt werden. Das Integral 
im Zähler des Quotienten für x wird nunmehr: 

31 Rm^x + ca:' + ^) a^x^" dx = a^% / (»/„3!^"+^+ ox""'^"^'^) dx 



Die Masse wird geliefert vom Integral: 
und findet sich somit zu; 



(2) »■«L2.-+1 »'■"'+ 2-+-.-: 



Indem wir die obere Grenze h eintragen und den entspringenden 
Ausdrnck (1) durch (2) teilen, ergiebt sich der Wert der Äbscisse x. 

Ein geübter Leser wird sieh leicht noch eine ganze Reihe weiterer 
Beispiele bilden können, welche nur die Integration der Funktion x'^ 
erfordern. 

Ein Bogen der durch —, + y^ = 1 dargestellten Ellipse rotiere 
um die a^-Axe. Man bestimme alsdann das Volumen des entsprechen- 
den Teiles TOm entstehenden Rotationsellipsoid. Möge dieser Teil 
etwa durch die Grenzen ic = und x = c festgelegt sein. Hier gilt 
y^ = —^ (a^ — x^), und also wird das Integral tou 7ty^ dx: 
% ■ -, \a^x — \ a:^J^ = st — ^ {a^c — ~ c^). 

Das Volumen des ganzen Ellipsoids ist ^xh^a und dasjenige der 
Kngel \xa^. 

47. Berechnung der Bogenlänge von Kurven. Der in Fig. 21 
mit P bezeichnete Punkt einer gegebeneu Km^e habe die Koordi- 
naten X, y. Diejenigen des benachbarten Punktes Q seien x + zix 
und y -\- ^y. Nennen wir die von irgend einem festen Punkte der 
Kurve bis P gemessene Bogenlänge s, so ist die Zunahme ^s dieser 
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Länge bis zu dem mit P benachbarten Punkte Q für aelu- kleines 
z/ 3;. angenähert gegeben dureli z/s^ = z/x^-|- ^y\ uncl man findet: 




tiger beim Grenzül 
3 abnehmendes ^x: 

fon hier aus s zi 

1/1+ (ay 



oder richtiger beim Grenzübergang für 
ohne Ende abnehmendes ^x: 



hier aus s zu finden, haben 



zu integrieren. 

Leider haben wir bisher allein erst die Integrationsregel inTJafäx 
kennen gelernt und können mit dieser einstweilen noch nicht viele 
Beispiele von Bogenberechnungen durcMühren. 

Beispiel. Man bestimme die Länge der Kurre y = a^bx 
(d. i. der geraden Linie) zwischen den Grenzen x = und x ^ c. 

Hier ist t'^- = 6 und 4^ ^V 'i- +~ß/)' ='V'^"+'t>^~- Man findet: 
ax (ix f \dx/ 

s = f~dx^ fyi~+¥äx = [xyT^+¥t„ = c yi +"¥. 

Aufgabe. Man bestimme die Bogenlänge für die Kurve von 
der „Steigung" l/a^iT"— 1 zwischen den Grenzen und x. Es wird 
sich ergeben s -- — tt^^^''"^^^- 

Weitere Beispiele über Berechnung der Bogenlänge folgen später. 

48. Ausmessung der Oberflächen vou ßotatiouskörpern. Rotiert 
die in Fig. 22 mit AFB hezeiehnete Kurve um die Axe OX, so 
entspringt eine Rotationsfläche mit OX als Axe. Den Rauminhalt 
des eingeschlossenen Körpers etwa zwischen den von ACA' und 
BDB' gelieferten Grenzen haben wir durch Integration von zy^dx 
zwischen den Grenzen OC und Ol) gewonnen. 

Man betrachte nun das unendlich schmale Flächenband auf der 
Obei-fläehe, welches bei der Rotation vom Eogenelemente ds = PQ 
geliefert wird. Der Flächeninhalt dieses Randes ist durch '2-siyd^ 



y Google 



OberfläiCilen der Rotationskörper. 



gegeben. Um also die dem eben betrachteten Körper zugehörige 
Rotationsober^che ausziimessen, haben wir das Integi-al zu bestimmen: 



Ist das Gesetz, nach welchem die 
Meridiankurve gebildet ist, bekannt, 
so kann man y, sowie auch y -7- 
als E'unttion Ton x in < 




Beispiel 1. Die Gerade 
y=a + hx rotiere um die a:-Äxe; 
man bestimme die Mantelfläche des 
entstehenden Kegels zwischen deu 
Grenzen und c. 



HiPr ist ' 



' =^1, 



dass man das Integral: 



2jt Ty]/! + (^fdx = 2ay\ + h^J{a + lx)dx 
für die Mäche gewinnt. Dasselbe berechnet sich zu: 

Die Berechnung der Kugeloberfläche betrachten wir im Beispiel 2 
nur erst beiläufig. Wir setzen ja hier nur erst die Regel der Diffe- 
rentiation Yon af voraus, während bei der Berechnung der Kugel- 
oberfläche bekannt sein muss, dass der Differentialquotient von xf 
nach. X sich als das Produkt 2;/^ darstellt. Diese Regel düi-fte ffir 
den selbständigeren Leser keine Schwierigkeit darbieten. Übrigens 
kann der Leser unter Venueidung des genannten Satzes die Kugel- 
oberÜäche auch auf folgendem Wege bestimmen. Das Volumen V 
einer Kugel vom Radius r ist nach Art. 46 gleich -^ i'^- Ist 1^+ ilV 
das Volumen der Kugel vom Radius r + dr, so folgt: 

Ist aber S die Oberfläche einer Kugelschale von der Dicke dr, so ist 
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S ■ clr das Volumen dieser Sehale. Man hat also S ■ dr = (■i7tr^)dr, 
i für die Oherfläche der Beirag S ^ 4%r^ folgt. 

Beispiel 2. Man mesBe die Ober- 
fläche einer Kugel vom Badiua c aus. 
Wir können hierbei so vorgehen, dafa 
■wir den in Figur 33 dargestellten Ereie- 
quadranten AB vom Radius )■ am die 
K-Ase rotieren lassen nnd das Doppelte 
der entsprechenden Fläche nehmen. Die 
Oesamtoberfli*lie wird hiernach durcli 
das Integral 



^-/'l/' + ©'- 



Kun liefert die 
i' + S'- 



t somit hei der Difl'erentiation : 



und wir erhalten für die Kugeloherfläclie: 

*»/i/i/r+(g)'ä=. - »«/.■«=. - 44™];- *-■■ 

49. Maltipliziert man jedes einzelne Bogendiiferential äs einer 
im Räume Terlaufeuden Kurve mit seinem Abstände x von der ys- 
Ebene des Koordinatensystems, bildet dann die Summe aller dieser 
Produkte und teüt letztere durcli die gesamte Bogenlänge, so gewimit 
man die Koordinate x des Schwerpunktes der Kurye*). Man wolle 
bbn d wpkmFhn km allgemeinen 

btiickes zusam- 



1 nf 



Idi 



ßmg 



m hw 
Eb n f, 



nk d 
1 \ol n 






F h n BC möge um 

und auf diese Weise 

g nan ten b y ntrischim" oder 
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I. 40] G-nldin'scIie Regel. 




„Gv,ldin'sckei% Eef/el" gilt alsdann der Satz: Das Volumen dieses Hirnes 
ist gleich dem ilächeoinhalt des Querschnittes BG, multipliziert mit 
der Länge derjenigen Kreisperipherie, welche vom Schwerpunkt der 
Fläche BC beim Rotieren beschrieben wird. 

Man denke sich an der Stelle P (cf. Figur 24) ein sehr kleines 
ÖtÜckchen vom Inhalt a auf dem FEehenstüek Bö markiert und 
nenne r den Abstand dieses Stück- 
chens a von der Rotati onsaxe. 
Dieses Stückchen wird alsdann . 

einen sehr kleinen Ring vom Volu- "' ^ 

men a-2zr erzeugen, und das Ge- 
samtvolumen V des Ringes stellt 
sich als Summe solcher Glieder dar: 

Nun setze man I^ar = rA, unter 
A den Flächeninhalt des Ebenen- 0~ 
Stückes £C verstanden. Der Leser ^ig. n. 

wird sich die vorstehende Glei- 
chung gleich selbst in Worte fassen und in r den Abstand des 
Schwerpunktes der Fläche BC von der Ase erkennen. Somit ist 
V='2itr-A, womit die aufgestellte „Guldin'sche Regel" bewiesen ist. 

II. Oberfläche des Binges. 

Weiter ergiebt die Guldin'sche Regel den Satz: Der Inhalt der 
Ringoberfläche ist gleich dem Umfange des Flächenstücks BC, mul- 
tipliziert mit der Länge der Peripherie desjenigen Kreises, welcher 
vom Schwerpunkt der Eandkurve der Mäche BC erzeugt wird. 

Man nehme immlich ein Bogenelement ds dieser Randkurve 
im Abstände r von der Axe; dasselbe erzeugt auf der Ringober- 
tiäche einen geschlossenen Streifen vom Inhalte ds ■ 2ar. Die ganze 
Oberfläche stellt sich hiernach in der Gestalt 2}tS{ds -r) dar. Man 
setze nun 2^(ds-r) = r-s, wo r den Abstand des Schwei-punktes der 
Randkurve von der Axe bezeichnet und s die Gesamtlänge dieser 
Randkurve, d. h. den Umfang des Stückes BC. Es folgt, dafe die 
Gesamtoberfläche des Ringes in der That 2jrr ■ s ist. 

Beispiel. Maa bestimme die Oberfläche eines Ringes, dessen 
Meridian schnitt ein Kreis des Radius a ist, wenn der Mittelpunkt 
dieses Kreises den Abstand R von der Rotationsaxe hat. Antwort: 
Der Umfang jenes Schnittes ist 2%a, und der Umfang des vom 
Schwerpunkt beschriebenen Kreises bestimmt sich zu 2ffi-B; die Ober- 
fläche ist somit 4jr^rt7?. 
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TtägheitBmoiaente. 



[I. 49 



Aufgabe, Man berechne das Volumen und die Oberfläclie eines 
Schwungradkrauzes. Der mittlere ßadius des Kranzes sei 3 m lang, 
sein Querschflitb sei ein Quadrat von 0,25 m Seitenlänge. 

Antwort: Volumen = (OßÖf-^x-S; Oberfläclie =• 4-0,25. 2^. 3. 

60. Wenn man jedes kleine Teilchen einer Masse mit dem 

Quadrat seines Äbstandes von einer Axe multipliziert und die Summe 

aller dieser Produkte bildet, so gewinnt man das Trägheitsmoment 

der gesamten Masse in Bezug auf diese Axe. 

f. Es ist leicht zu zeigen, dafs das Trägheitsmo- 

ment in Bezug auf irgend eine Ase gleich ist dem 
Trägheitsmomente in Bezug auf eine parallele Axe 
durch den Schwerpunkt, vermehrt um das Produkt 
aus der G-esam.tmasse und dem Quadrate des Äb- 
standes beider Äsen. 

Man nehme nämlich an, dafs in Figur 25 die 
Axen senkrecht zur Papierebene gerichtet sind; und 
zwar stehe die ursprftngliche Axe in 0' senkrecht 
auf, die durch den Schwerpunkt gehende Axe in 0. 
Ein einzehiea Teilchen m der Masse liege an der Stelle P der 
Papierebene. Das gesuchte Trägheitsmoment ist alsdann eine Summe 
Ton Gliedern der Gestalt m-{0'Pf. Nun gilt aber: 

{O^f = (CTÖf + {ÖPf + 2(Ö0'){ÖQ), 




Pig. 85. 



WO Q der Fusspunkt de 
von P auf die durch 
setzen nun zur Abkürzui 



Lotes von P auf 00' ist, d. i. des Lotes 
ie beiden Axen festgelegte Ebene. Wir 



wo also Jq das Tr^heitsmoment bezüglich der durch den Schwerpunkt 
gehenden Axe ist; alsdann gilt: 

J= {O^fZm + Jo + 2{Ö0')2^m OQ. 
In Sm OQ haben wir nun die Summe aller Teilchen m, jedes multipli- 
ziert mit seinem Abstände von der zur Asenehene und zur Papierebene 
senkrechten Ebene durch den Schwerpunkt-, diese Summe ist nach Art, 45 
gleich Null. Hiermit ist aber der ausgesprochene Satz schon bewiesen. 
Schreiben wir für die Gesamtmasse Z!m kurz M, so wird: 

Man bestimme das Trägheitsmoment eines Kreiscylinders von 
der Höhe l bezüglich seiner Axe. 
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Trägheitsmoment des Ereiscylindeta. 















" 

























In Figur 26 liege ein axialer Sclmitt vor; die Axe selber ist 
durch 00 bezeiclinet. In der Figur ist ein Streifen von der Breite 
dr durcli PRTQ angedeutet; der 
Fläciieninhalt dieses Streifens ist 
l-dr. Durcii Rotatioö des Strei- 
fens um die Ajse 00 entstellt eine 
Cylin der schale vom inneren Kadius 
r und äufseren Radius r -\- dr. 
Denkt man dr unendlich klein, so 
ist das Volumen dieser Schale 
2%r -l-dr und ihre Masse m ■ 2 
bedeutet, 
wird 

2%mlr^dr, 

und dieses haben wir, um das Trägheitsmoment des ganzen Cylinders 
zu berechneiij zwischen den Grenzen ?■ = und /■ = ü zu integrieren, 
unter R den Radius des Cyhndei« verstanden. Wir finden so: 



l ■ dr, wenn m die Dichtigkeit 
Trägheitsmoment dieser Schale in Bezug auf die Axe 00 



j.^ß 



27tmh-^dr^-^ 2%m: 



'P 



äse des Cyliuders ist M. ^ mlTiB^, 
-, MB'- 



sodass wir erhalten: 



: als Träglieitsradins diejenige Länge k, für welche 
80 gut im vorliegenden Falle h^ = jB?' und also 



Bezeichnen wi 
Mi^ = /(, zutrifft, 

y^ 

Von hier aus finden wir als Trägheits- 
moment des Cyhnders bezüglich der auf seiner 
Oberfläche gelegenen Ax;i' NS (cf. Figur 26): 

für die Axe NS ist somit der Trägheits- 
radius RYj- 

Trägheitsmoment einer Kreisscheilie be- 
zogen auf ihre Axe (cf. Figur 27). Man be- 
trachte den in der Figur gezeichneten Ring 
vom inneren Radius r und äufseren Radius {r-^-dr); der Flächeninhalt 
dieses Ringes ist für unendhch klein gedachtes r gleich 27t:rdr, sein 
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Trägheitsmoment der Kreiaacheibe. 



Trägheitsmoment m ■ 2i!ir^dr. Integrieren wir wieder zwischen den 
Grenzen und R, wo B der Radius der Kreisseheibe ist, so finden 
wir für das gesuchte Trägheitsmoment: 



-./» 



,.^,jr = m,z^- 



als Quadrat des Tritg- 



Da die Masse M^mnli^ ist, so erh 
heitsradius \B? ■ 

In einer Ebene ziehe man durch den Punkt zwei zu ein- 
ander senkrechte Äsen OX und OY. Ein Teil der Ebene sei 
gleichmäfsig mit einer Schicht bedeckt (cf. Figur 28), von welcher 
ein Element a den Abstand x von OY, y "»on OX und die Entfernung 
r von habe. Dann gilt ax^ + ay^ = ar^. Wenn man somit die 
Trägheitsmomente der Schicht in Bezug auf die Äxen OX und OY 
addiert, so ergiebt sich das Trägheitsmoment in Bezug auf eine in 
auf der Schicht senkrecht aufstehende Axe. Infolge dessen ist 
z. B. das Trägheitsmoment einer Kreisscheibe in Bezug auf einen 
Durchmesser gleich der Hälfte des vorhin berechneten Trägheits- 
momentes, d. i. gleich ^-msrl^*. Das Quadrat des Trägheitsradius 
wird hier tII-. 




sy'^rf 


B 






rr~ 


] \ 


\\^ 


'Jy 

B 



Trägheitsmoment einer elliptischen Seheibe in Bezug auf die 
grofse Axe ÄOA (ef. Fig. 29). Man setze die Halbaxen ÖÄ und ÖJi 
der Ellipse gleich a und Zj. Das Trägheitsmoment des einzelnen 
Streifens BT ist dann gleich dem -fachen vom Trägheitsmoment des 
Streifens P§ vom Kreise über den Dui-ehmesser £0B; denn der Ab- 
stand von der Axe AOA ist für beide Streifen derselbe, und es 



besteht die Gleichung 



MQ 



Letztere Gleichung drückt eine 



wohlbekannte Beziehung zwischen der gegebenen Ellipse und dem 
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I, 50] Trägheitsnioiiieiit v 



Kreise über BOS ans. Nun ist aber, wie wir soeben gefunden haben, 
das Trägbeitsmoment des fraglichen Kreises bezüglich der Äxe AOA 
gleich \m%h^. Es folgt als das gesuchte Trägheitsmoment der Ellipse 
^ni'Tth^a. Auf ähnliche Weise findet man ^mnba^ als Tri^heits- 
moment der elliptischen Scheibe iu Bezug aiif die kleine Ase BOS. 
Die vorstehende Entwicklung beruht auf einem mathematischen 
Kunal^iff, welcher nicht ganz nahe liegt, und dessen Vei"wendung 
vielleicht für die alltäglichen Aufgaben des Ingenieurs nicht recht 
praktisch ist. Wir haben aber diesen Entwicklungsgang einge- 
schlagen, weil wir der Integration, welche das direkte Verfahren 
nötig macht, noch nicht gewachsen sind. Das Integral ist offenbar 
dieses: Die Fläche des oben herangezogenen Streifens von der Länge 
8T=^2x und der Breite dy ist 2x-dy. Aus der Gleichung der 
Ellipse: 

^' + ^! = 1 aber folgt x = | V''''- f ■ 
Somit hat man; 

J=2 1 my^2xdy = im ? / «/^ Vi>^ - y^dy. 

Wir werden Gfelegenheit haben, dieses Integral im dritten Kapitel 
als Beispiel zu betrachten. 

51. Trifgheitsmonient vom Kranz «iues Schwungi'ades. Hat der 

Kranz eines Schwungrades die Gestalt eines Hohlcyüuders von der 
Breite l, dem Innenradiue R^ und dem Aufsenradius i?j, so ist sein 
Trägheitsmoment: 

2xml frhlr^27tml\^T° = ^7r:ml(R^' - J.\*). 

Die Masse dieses Hohlcylinders ist M = x(R^^ ~ Ri^)lm, sodass für 
das Trägheitsmoment die Gleichung gilt: 

als Trägheitsradiue findet man YjiBi* + -S,^). Eine iu der Praxis 
gebräuchliche Nähemngsformel für das Tri^heitemoment des Kranzes 
gewinnt man, wenn man die Gesamtmasse in der Entfernung des mitt- 
leren Radius |-(JJ^ + Ej) von der Axe annimmt. Der auf diese Weise 
entaprmgende Näherungswert des Trägheitsmomentes verhält sich zum 
genauenWerte wie (M^-'rB^f zu 2 {B^^ + B^^) . Setzt man R^ = B-\-a 
B^ = B — a, so ist der Quotient des Näherungswertes und des genauen 
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Trägheitsmomeiit einer Stange, 



Betrages von T gle'eh 1 ( 1 + -^1 d h hei sehi kleinem a angenähert 
gleich 1 — -Ti I'^t die Oesamtniasse des Schwungrades, unter Eiii- 
«chlnXs dei bpenhen i^nd dei Nabe, gleich M, so begeht man 
meistens keinen grjften Fehlei, wenn man das Geaamtträgheits- 
moment / — VB^ annmimt 

53. In Fignr 30 bedeute (>R eine Stange ^on der Länge l, welche 
iiO dünn ist, daft ihre Duke gegenubei der Lmge nicht in Betracht 
kommt ihre Mas<<e pro Lingeneiuheit sei m Welches ist ihr Träg- 
heitsmoment be/ugli h Pinei Äse welche itni Lnde senkrecht zur 
Stange yerLiuti i* Dei Abstand tmer beliebigen Stelle P der Stange 
von der Äie sei x. Das Ele- 
[ '" """^" -- T ' - I ment FQ der Stange habe die Länge 

___H _ '^x und also die Masse m^x. Das 

Trägheitsmoment dieses Elementes 
ist mx^^x. Das Integral des Äos- 



drucks mx^dx zwischen den Grenzen x = Qi und x = l liefert somit als 
das gesuchte Trägheitsmoment der Stange \m¥. Da mi die Gesamt- 
masse ist, so findet man als Quadrat des Trägheitsradius \l^. Daraus 
ergiebt sich nach einem in Art. 50 ausgesprochenen Satze als Tr^heits- 
moment bezüglich einer zur bisherigen parallelen Axe durch die Mitte 
der Stange: 

/, = ^ml' - ml ( ''-)' = ml' (-' - {) - hmlK 

Das Quadrat des hier zugehörigen Trägheitsradiua ist ^P. 

Untersuchen wir jetzt, welcher Fehler der vorBtehenden Entwicklung infolge 
der VemachläBaigTLUg der Stangendieke anhaftet. 

Die Stange habe die Gestalt eines EreiacylinderB von der Länge l und dem 
Eadius fi; die Dichtigkeit, d, i. die Masse der Volumeneinheit sei q. In 
rigur 31 ist ein axialer Schnitt des Oylinders dat^estellt; das Träg-heitsmoment 
werde fnr die an einem Ende in der 
Papierebene senkrecht zur Cylinderase 
liegenden Ase 00 berechnet, ia dei- 
Entfernung OP = x betrachten wir 
eine ans dem Cjlinder herausgeschnit- 
tene KreisEcheibe von der Dicke dx 
Fig_ ai, (siehe Fignr 31). Das Trägheitsmoment 

dieser Kteisscheibe des Radins E ist 
gleich TtB'gdxx-, vermehrt um das TrlÄbeitsmoment der Scheibe beEüglich eines 
ihrer Darchmesaer. Nun war der Trägheitaradius des Kreises vom Radius Ji 
bezüglich eines DurohmeeBeTS ^M, nnd der TrSgheitsradius unserer nnendlich 
dtnnen Scheibe ist offenbar der gleiche. Das Tri^heitsmomeut der Scheibe in 
Beüug auf einen Durchmesser ist somit; 

iB^xS'e<^^^ ili*-!tgdx. 
Als Trägheitsmoment der Scheibe in Bezug atif die Axe 00 folgt demnathi 
aR^Qije^dx + iB'dx). 



- 
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a ParabelsegmenteB. 



Dio Masse m für die Einteit der Länge des Oylinders ist jrR'p, Hüdafs man 
gewinnt 

Weiter tindeii wir kieraus ; 

als Trägheitsmoment beaüglieh einer zu 00 parallelen Aie durcli den Scliwer- 
punkt. Es ist somit das Glied B^J, welches in der oben erhaltenen Formel 

J =^ m -^ vernachlässigt ist. 

53. Beispiel. Man bestimme den 
Schwerpunkt des in Figur 32 durch OAO 
bezeicimeten Paralielsegments, dessen 
Fläeheniahalt nach Art. 43 gleich 
|2C ■ OB ist. 

Offenbai' liegt der Schwerpunkt auf 

der x-Axe. Der Flächeninhalt des Streifens 

PQBS ist 2ydcc, sodafs wir 2xyilx zu 

integrieren haben. Es ist nun: 

i AB 
y ^ ax- , wo « — - 

ab- 
gilt. Die Formel für die Abscisse x des Schwerpunktes liefert somit : 

2 fx ^ x^ (Ix = ^ÄCI -Öß-x. 

Der Wert des links stehenden Integrals ist: 
, AB 




Es 


folgt 


hieraus: 












»"4 


mf 


- f.AB 


OB'- 






OB* 








und also findet sich die 


gesuchte 


AbBci 










i_ 


|ÖB 
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TTägheitHmoment einea Recttecks. 



[I. 53 



Man bestimme den Schwei'pmitt eines beziiglicli der a;-Äxe 
trisch gestellten F^henstücks, welches oben, und unten durch 
die Gurren y =^ + ajf und ?/ = — tM" begrenzt ist, rechts und links 
aber durch zwei in den Abständen x = h und x = c zur ^-Äse 
iOgene Gerade. Die Äbscisse x findet man hier gleich 
L Quotienten der Integrale: 



2 I X ■ a. 



x"dx und 2 / ax"äx 



2 fa 



von denen das letztere den Inhalt des fraglichen i'lächenstückes dar- 
stellt. Es ergiebt sich: 



..e 




"-) 


.e 


.1 + 1 


-") 






«+1 



Dieser allgemeine Ansatz schliesst eine ganze Reihe interessanter 
Spezialfälle ein. Bezeichnet man übrigens das betrachtete Flächen- 
atück, wie in Figur 32, mit APEC, so kann man die Länge x leicht 
in den in der Figur sichtbaren Strecken AS, PQ, . . ausdrücken. 
In der That stellt eich die berechnete Äbscisse x des Schwerpunktes 
in jenen Strecken wie folgt dar: 



_«+! 



AB - OB — PQ ■ OQ- 
ÄB- OB —YQ ■ ÖQ ' 



54. Trägheitsmomeiit eines Rechtecks. Es soll 
das Tr^heitsmoment des in Figur 33 gezeichneten 
Rechtecks bezüglich der Mittellinie 00 berechnet 
werden, welche zur Seite AB parallel läuft. Für die 
Länge der Rechteeksseiten benutze man die abkürzen- 
den Bezeichnungen AB = h, HC — d. 

Man betrachte den Flächenstreifen zwischen 
OF -^ y und OQ — y -\- dp. Der Inhalt dieses 
Pia 33 Streifens ist hdy. Ist die Dichtigkeit gleich 1, so 

ist hiernach das Trägheitsmoment des Streifens be- 
züglich der Äxe 00 gleich hy^rhj. Das Trägheitsmoment des ganzen 
E.schteoks bestimmt sich zu: 
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hj fdij^b[ifj_^^ 



Dieses Trägheitsmomeut ist bei Bereehnimgeii you BalkeB besonders 
wichtig, 

55. Schwerkraft. Eioe homogene Kugelschale aus einer ao- 
ziehend wirkeüden Masse übt keine Anziehungskraft auf einen im 
Innern der Schale befindlichen Massenpunkt aus. Auf einen aufser- 
halb gelegenen Massenpunkt aber wirkt die Kugelschale gerade so, 
als wenn ihre Gesamtmasse in ihrem Mittelpunkt vereinigt wäre. 

Hiernach wird die Erde auf die Einheit der Masse an einei' 
aufserhalb ihrer Oberfläche gelegenen Stelle P eine Anziehungs- 
kraft ausüben, welche indirekt proportional dem Quadrat der Ent- 
fernung r der Stelle P Tom Erdmittelpunkt ist- Befindet sich 
die Steile P jedoch im Innern der Erde, so ist dortselbst die 
auf die Masseneiniieit wirkende Anziehun^kraft gleich dem Quo- 
tienten aus der Masse derjenigen Kugel, welche von einer mit der 
Erdoberfläche konzentrischen Kugelfläche durch P eingeschlossen ist, 
und dem Quadrat des Abstandes r des Punktes P vom Kugelmittel- 
punkte. 

1) Es gelte die Annahme, dafs die Erde eine homogene Kugel 
sei. Ist alsdann m die Masse der Volumeneinheit und P der Erd- 
radius, so ist die Anziehungskraft aufserhalb der Oberfläche im Central- 
abstande r auf die Masseneinheit: 

Die Anziehungskraft auf die innerhalb im Central abstände r 
gelegene Masseneinheit ist: 



Multipliziert man mit dem von r unabhängigen Faktor - — und 
nimmt dies Produkt als Mass der Anziehungskraft, so wird letztere 
an der Oberfläche gerade gleich 1; aufserhalb im Centralab stände r 
ist sie ~^, innerhalb „ ■ Der Leser wolle sich die Abhängigkeit 
der Kraft vom Abstände r durch eine Kurve deuten, 

2) Wächst die Dichtigkeit m gegen das Erdcentrum hin, etwa 
nach dem Gesetze m = <( — i?', so berechnet man als Masse einer 
I vom Innenradius r imd der Dicke dr: 
47ir-mdf = 4n:r-(« — hr)dr. 
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Featigkeit dicker Cylinder 



i Gesamtmasse der Kugel vom Badius r hat man: 



-ix fr^a - br)dr = i-^ 



xhr^. 



Für einGn iimerlialb der Erde im Centralab stände r gelegenen Angriffs- 
punkt berechnet sieh alsdann: 



als Anziehungskraft, 
Punkt einstellt: 



während sich für einen aufserhalh gele^ 



(^^^aR'-TtbE^y. 



Teilt man die Gesamtmasse der Erde durch ihr Volumen jxR^, 
so finden wir als mittlere Dicht^keit a — ^hlt, sowie als Verhältnis 
der mittleren Dichtigkeit zur Dichtigkeit an der Oberfläche: 
(ia-3hB:):{4a-UE). 

S6. Festigkeit dicker Cylinder. 

Im ersten Teü der folgenden Auseinandersetzungen beschränken 
wir unsere Betrachtungen auf die Vorgänge in der Mnnen Wandung 
eines unter Druck stehenden Kessels. Um Irrtümer in der Verwen- 
dung der + und — Zeichen zu Terraeiden, stellen wir uns (abweichend 
von den wirklich herrschenden Zuständen) 
Tor, dafs der Flüssigkeitsdruek aufsen 
gröfser als innen ist, und dafs das Material 
folglich einer Druckbeauspruchui^ unter- 
worfen wird. 

Wir betrachten nun einen dünnen 
Cylinder vom Radius r und von der Dicke 
Jr. Es sei p die Spannung innerhalb des 
Cyiinders, p -\- zJp diejenige aufeerhaJb 
desselben; die Druckspannung im Material 
rechtwinkelig zum Radius sei q. Wir be- 
"•'"'" trachten das Eingstück PQSR, dessen 

Ausdehnung rechtwinkelig zur Papierebene 1 cm betrage. 

In radialer Richtung haben wir zuimchst von aufsen nach innen 
wirkend einen Druck von (p + ^p) kg pro qcm. Er wirkt auf eine 
Fläche iJS von ((--}- z?r)z/ö qcm Inhalt, wenn der Winkel QOF mit JO 
bezeichnet wird; es ist nämlich der Bogen HS gleich dem Produkt aus 
Radius und Winkel. Von innen nach aufsen wirkt dagegen eine 
Kraft pr^Ö. Der Ausdnick (p + Jj?) (r + ^r) zJ0 — pr^O be- 
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Festigkeit dicker Cylinder. 



zeichnet also die gesamte Ton aufsen nach innen wirkende resultierende 
Kraft; und zwar um so genauer, je kleiner zlO angenommen war. 

Dieser Kraft leisten zwei Kräfte das Gleichgewicht. Jede der- 
selben iat gleich q . ^r, und sie sind gegeneinander gezeigt unter den 
Winkel ^6. Genau wie auf Seite 71 
konstruieren wir also ein Dreieck, 
dessen zwei Seiten CA und AB pa- 
rallel und gleich den Kräften q ■ zJr 
sind, ao dafs der Winkel BAC gleich '■.^-^o. 

zfO wird; dann stellt SO die radiale Kraft dar. Wir sehen sofort, 
dafs diese radiale Kraft gleich q- Jr ■ J9 ist, und dafs dieser Ausdruck 
um so genauer zutrifft, je kleiner wir ziö annehmen; folglich ist: 

(p + ^p) (r+zir)-zJ6~pr-^e = q-JrJ6, 
oder: 

pz)r + r^p -\- ^pz}r ^ q^r. 
Lassen wir jetzt Jr und damit z/j) unendHch klein werden, so er- 
giebt sieh hieraus: 

(1) i' + '-sf-ä- 

Wenn ein Material den Druckspannungen p und q in zwei zu 
einander rechtwinkeligen Richtungen unterworfen wird, welche aber 
beide in der Ebene des Papieres liegen, so ist die Verlängerung, 
welche die Dimension senkrecht zur Papierebene erfährt, proportional 
der Summe p + q. 

Soll nun ein ebener Querschnitt auch nach der Dehnung eben 
bleiben, so müssen wir annehmen, dafs die lineare Ausdehnung der 
Cylinderwände von r unabhängig sei; und diese naheliegende An- 
nahme wollen wir machen. Polglich ist die Gleichung (1) zu kom- 
binieren mit: 

(2) P + 1-2A, 
worin 2A eine konstante Gröfse bezeichnet. 

Wir setzen nun den Wert für q aus (2) in (1) ein und erhatten: 

l, + r2^2A~p, 

oder: 

dp 2A 2p 

dr ^~r "■(■"■ 

Nun können wir durch Probieren finden, dafs dieser Gleichung 
Genüge geleistet wird durch: 

(3) p = A + ^:,- 
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Daraua folgt unter Zuhilfenahme tor Glcichuag (2): 

Es sind nun uoeh die Konstanten Ä und B zu bestimmen. 
Handelt es sich um eine Kanone oder um den Cylinder einer hydrau- 
lischen Presse, so kennen wir den Druck p^, innen, wo r gleich r^ sei, 
und wir wiesen, dafs der Druck aufsen, bei r^r^, gleich Null ist. 
Indem wir also diese Werte von p in (3) einsetzen, finden wir 

2>Q = A -^r -5 und — yl -r Tä- 

Daraus folgt dann: 



Die Druckspannung q wollen wir nun durch eine Zugspannung /' 
ersetzen. Dann gilt also: 
(5) /■-Ä^^f'i^i-'"' 

Der Wei-t für /' ist am gröfsten bei r = r„ und beträgt dort: 

Man beachte, dafs p^, niemals gleich der Kuläseigen Spannung des 
Materials werden darf. Femer sehen wir aus (5), dafs f mit wach- 
sendem T kleiner wird; und zwar ändert es sich umgekehrt propor- 
tional dem Quadrate des Radius, sodafs wir mit Leichtigkeit den 
Wert von f durch eine Kurve darstellen kömien. So sollte der Leser 
eine Kurve ziehen unter der Voraussetzung, dafs r^ = 30 mm, 
*■„ = 20 mm, p = 100 kg pro qcm ist, und die Werte für /' von der 
Innenseite bis zur Aufsenseite des Rohres graphisch darstellen; dabei 
ergiebt sich natürlich f in denselben Einheiten wie p. 

Gleichung (5) kann benutzt werden, um die SpannungsTerhält- 
nisse in einem dicken Cylinder zu ermitteln, der ümerem Uherdmcke 
zu widerstehen hat, wemi von vornherein heine Spmmung vorfumden 
war. Nun wollen wir aber annehmen, dafs auch für ^ = bereits 
Spannungen im Material herrschen; in diesem Falle addieren sich, die 
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Pestigkeit dünner Oylinder. 



Spannungen, welche dtLrch (5) gekennzeichnet sind, algebraisch zu 
denen, welche an jedem Punkte bereits Torher vorhanden waren. 
Deswegen kühlen wir einen Oylinder für eine hydraulische Presse 
heim Giefeen tou innen ab, und deswegen setzen wir einen Ge- 
schützlauf aus mehreren dünnen Kohren zusammen, von denen jedes 
das von ihm umschlossene mit fester Spamiung zusammenprefst; und 
zwar suchen wir solche Änfangsdruckspannungen bei r = r,, und 
solche Änfangszugepannungen bei r = rj zu erzielen, dafs, wenn die 
von Pf, herrührende Spannung auf das Material wirkt, und der Cylinder 
im Begi-iffe steht, zu bersten, an allen Stellen der Wandung von Jq 
bis r^ eine und dieselbe Mater ialheanspruchung stattfindet. 

Dünner Cyliader. 

Wir setzen rg = Jt und i\ = Ü + i, wobei t im Vergleich mit 
It sehr klein ist. Dann ist 



Nun wird sowohl 
kleiner, je kleiner wir t wer 
gekürzte Formel: 

C) l'~'-T 

anwenden, wenn die W: 
lieh klein ist, und: 



(8) 



/■ = 




ils eine etwas genauere Ann h ung 
lasselbe Result t ^ el t als wen w 
leu n tue e Eadius e ngesetzt hatt n 

Be emem w kl h Dampfkessel der e ne Roh ■ herrseht aber 
ö hon n Bez g a f den g na en We -t von ^ f u d e äufserste zu- 
lass a Bea p h ng n sol he Un 1 e 1 e t Iah wir geti-ost die 
K.onekt on vexn hlass ^en u 1 t le p, hnl h n Fonnel (7) 
e hn n k nn n. 

5 Ind kato diagianim o nci Grasm^ cl ii e 

Dis C aet 1 r d e Zustan 1 an lerung mes v Ukommenen Gases 
la tet p = F i i T i K\ ,^ n des ( ases Dat ei ist ü eine 
Kntitnlhllften — 1 I^i hen Wärme c 
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Zustand sändenmgeit bei Gasen. 



bei konstantem Druck und der spezifischen Wärme c„ bei konstantem 
Volumen. Den Quotienten - bezeiebnen wir weiterhin durch y. 

Wir nehmen ein für allemal an, dafs die Wärmemenge in Ar- 
beitseinheiten ausgedrückt wird, sodaXs wir die unnötige und lang- 
weilige Einführung des Koeffizienten 424 für das mechanische Wärme- 
äquivalent vermeiden können. 

Wenn 1 kg eines vollkommenen Gases eine Zustandsänderung er- 
fährt, hei welcher der Druck p um dp und das Volumen v um dv 
zunimmt, so ist die zu diesem Zwecke aufzunehmende Wärmemenge 
dQ nach einem bekannten Grundsätze der mechanischen Wärmetheorie 
! durch; 



(n (lQ=^^-^d(pv)+pdv 

oder: 

(2) dQ = ^^^-^(vdp + Ypdv). 

Der Lcaer beachte, dafs dj} und dv von einander unabhängig 
wählbar sind, und dafs folglich hierbei -^ noch jedem beliebigen 
Werte gleich werden kann. Dies wird natürlich sofort anders, wenn 
wir, wie z. B. in der gleich folgenden Aufgabe, eine Beziehung zwischen 
p und V vorschreiben, 

Aufgabe, Das Gras möge sich auadehneu nach dem Gesetze 

(3) p . i}" z^ conatans. 

Es soll der abgeküi-zt durch h zu bezeichnende Quotient -^j d. i. 
die pro Einheit der Volumenänderui^ erforderliche Wärmeaufnahme, 
gefunden werden. 
Auflösung: 

Für s = y wird ofPeubar h gleich Null; und folglich erkennen 
wir die Gleichung: p • v''^ -^ const. als das Gesetz für die adiabatische 
Ausdehnung eines vollkommenen Gases. Ubr^ens ist y gleich 1,41 
für Luft und gleich 1,37 für die Gase, welche in dem Cyliuder einer 
Gas- oder Petroleummasehine arbeiten. 

Ist andrerseits s gleich 1, sodafs das Ausdehnungsgeaetz lautet: 
p ■ V = constana, so haben wir das Gesetz der isothermischen Ex- 
pansion eines Gases. Wir erkennen, dafs jetzt h gleich p ist; d. h. 
der Betrag der aufgenommenen Wärmeenergie ist gleich dem Betrage 
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der geleisteten mecham Beben Arbeit. In jedem Falle, wo das Gesetz 
der Zustandsänderung durch Grleicbung (3) gegeben iat, ist h genau 
proportional mit p. Ist s gröfser als -y, so heifst dies, dafa das Gas 
nicht Wärme aufgenommen, sondern Wärme abgegebm bat. 

Wir bemerken uan, dafs im zweiten Glieds auf der rechten Seite 
der Gleichung (1) das Produkt pdv^äW das Differential der me- 
chaniscben Arbeit W ist. Tragen wir dW ein, so folgt durch Inte- 
gration: 

(s) fti - ,-!-[(»». -p.o + ^..- 

Hierin ist Qg^ die Wärmemenge, welche einem Kilogramm des 
vollkommenen Gases zwischen den Zustanden PQ,v^,t^ und Pi,Vi,t^ 
zugeführt wurde; TT'oi ist die mecbaniscbe Arbeit, welche das Gas 
hei der Expansion Tora ersten bis zum zweiten Zustand leistete. 

Dieser Ausdruck kann auch in andere Formen gebracht werden, 
da wir ja noch die Beziehung haben: 

(6) p ^ B - R ■ *, 

welche sieb bei Berechnungen über Gasmaschinen mit Nutzen ver- 
wenden Ulst 

Auch folgende Ubetlegung schliefst sieh hier an; Bleibt das 
Volumen konstant, so ist W^^ = 0; und die Änderung der Spannung, 
welche durch die Entzündung der Gase oder die Aufiiabme einer be- 
kannten Wärmemenge entsteht, kann also ennittelt werden. Bleibt 
andereiseits die Spannung konstant, so wird W^i ^ p(vj^ ~ v^^ und 
daraui. ist dann die Änderung des Volumens, welche durch die 
Waimeaufnahme bewukt wurde, leicht zu bestimmen. 

Eine andere fiuchtbare Aus drucks weise unseres Gesetzes ist die 
folgende 

(7) dQ = c^ät + pdv, 

wobei dio Konstante i^, wie bisher, die spezifische Wärme bei kon- 
stantem ^ olumen bedeutet. Integrieren wir diese Gleichung, so 
finden wii 

(8) %i = ''A'l-''o) + TTV- 

Dies Resultat stimmt genau mit dem nach der vorigen Methode 
gefundenen überein, und wir hätten dasselbe auch ohne weiteres direkt 
aus (5) durch Benutzung von (6) ableiten können. Bei dieser For- 
mulierung sehen wir leicht ein, dafs, wenn keine äufsere Arbeit ge- 
leistet wird, die zugofübrte Wärmemenge gleich c^[t^ — t^) ist, imd 
andrerseits, dafs, wenn keine Temperaturänderuug eintritt, die zu- 
geführte Wärmemenge gleich der geleisteten Arbeit sein mufs. 
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Erklärung des ElastJBitätsmodiLls. 



58. Elaätizität wird definiert als Änderung der Spannung, divi- 
diert durch die zugehörige Änderung einer Dimension. Zum Beispiel 
erhalten wir den Elastizitätsmodul, wenn wir die Zug- oder Druck- 
spannung (oder die Belastung pro qcm Querschnitt einer Zugstange 
oder einer Strebe) dividieren durch die prozentuale Längeimndenmg, 
welche der Zug oder Druck herbeiführt. Den Schubelastizifätsmodul 
erhalten wir, wenn wir die Schubspannung durch die eingetretene 
Verschiebung dividieren. Die Volumelastizität einlebt sich bei Di- 
vision des Flüssigkeitsdruckes oder der Zunahme des Flüseigkeits- 
drnckes durch die von demselben hervorgerufene prozentuale Ver- 
kleinerung des Volumens. Geht z. B. die Flüssigkeit von dem Zu- 
stande p und V m. den Zustand p -\- Ap und v -f- z/v über, ao ist die 
Zunahme des Flüsaigkeitsdruckes Aj) und die prozentuale Verminde- 
rung des Volumens: ; folglich ist nach unserer Definition der 

Elastizitätsmodul: 



oder e = 



Für eine genaue Erklärung des Moduls e ist hier indessen an- 
zunehmen, dafs die Änderungen z/p und Av von Spannung und Vo- 
lumen unendlich klein sind; genau genom.men, müssen wir also 
schreiben: 

Der Wert von -=— ist übrigens nur dMin eindeutig bestimmt, 
wenn p und v durch eine feste Relation aneinander gebundeji sind. 
Kommen noch weitere Gröfsen, wie z. B. die Temperatur t in Be- 
tracht, so wird J-- und damit e je nach den Beträgen von ( und dt 
verschiedene Werte annehmen können. Gehen wir z. B. auf die bei 
einem vollkommenen Gase bestehende Gleichung: 

pv — Fiit oder p — Jttv~''- 

zurück, so würde es am nächsteu liegen, den Modul e bei konstante]- 
Temperatur zu bestimmen. Hier ergiebt sich (cf. Art. 30) : 

^ = — Rtv-'^ und e =^ litir' = p. 

Es ist gebräuchlich, diesen Wert von e mit e, zu bezeichnen, 
und wir sehen also, dafs e„ d. li. die Elastizität bei konstanter Tem- 
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peratur, gleich p ist. Diesen Wei-t für die Elastizität nahm Newton 
als allgemein zutreffend an. Indem er ihn seinen Berechnimgen für 
die Geschwindigkeit des Schalles zu Gfrunde legte, erhielt er aber ein 
Resultat, welches Ton der experimentell bestimmten Schallgeschwindig- 
keit stark abwich. Die Temperatur der Luft bleibt i^mlich während 
der schnellen Änderungen des Druckes keineswegs konstant. 

Aufgabe. Gesucht sei die Elastizität eines vollkommenen Gases, 
wenn das Gas dem Gesetze folgt: p ■ v'' = c, worin c eine Konstante 
hedeutet. Dies ist das adiabatische Gesetz, welches wir schon in 
Artikel 57 kennen lernten, d.h. das Gesetz, welches die Beziehung 
der Werte f und v zu einander angiebt, wenn dem Stoffe keine Zeit 
bleibt, während der Druckseh wankungen Wärme durch Leitung auf- 
zunehmen oder abzugeben. 

Jetzt gilt ^) = c ■ »"'', folglich ist , = ~ 'ycv~''~'^ und daher: 
e ~ v'ycv~'>'~'- — ycv~'' = yg. 

Es ist gebräuchlich, diesen Wert von e mit e^ zu bezeichnen, 
und wir sehen, dafs bei einem vollkommenen Gase eq^ y ■ e^ ist. 
Wenn dieser Wert für die Elastizität der Luft in die Newtonsehe 
Berechnung eingesetzt wird, so stimmt das Resultat mit der esperi- 
mentell gefundenen Schallgeschwindigkeit überein. 

69. Reibnng eines Sprarzapfens. Wir betrachten einen Spur- 
zapfen vom Radius R Meter mit einer Gesamtlast von W Kilogramm, 
welche über die ganze Oberfläche des Zapfens gleichmälsig verteilt 
sein mag; die Belastung des Zapfens in kg pro qm ist dann: w -= — pg ■ 
Die Winke^eschwindigkeit der Drehung sei «. Die Last, welche auf 
eine Ringfläche zwischen den Radien r und r-\-dr entfällt, ist gleich 
iv-2:iirdr; die Reibung beträgt also für diese Ringfläche (i-w^nr-dr 
Kilogramm, wenn [i den Reibungskoeffizienten bedeutet. Die lineare 
Geschwindigkeit v ist gleich ar - , sodafs die in jeder Sekunde zur 
Überwindung der Reibui^ aufgewendete Arbeit für dieses Ringfläehen- 
element gleich fiSawar^-dr Meterkg. wird. Die gesamte pro Sekunde 
verlorene Arbeit ist demnach: 

2mv«p. j r^ ■ dr = jämik^jR^ = faftTTB. 

Bei einem ringförmigen Zapfen vom inneren Radius B^ und äufseren 
Radius B^ erhalten wir analog; 
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und in tüesem Falle ist folglich die gesamte pro Sekunde verlorene 
Arbeit gleich yKftTF-p^- s_ „'3 . 

60. Aufgaben über die Biegung von Balken. Wenn das Bie- 
gungsmomenfc M an einem bestimmten Quersclmitt des Balkens bekannt 
ist, so können wir die in diesem Punkte eintretende Krümmung 
bereehnen, vorausgesetzt, dafs der Balken im unbelasteten Zustande 
gerade war; anderenfalls berechnen wir den Zuwachs der Krümmung, 
wenn der imbelf^tete Balken bereits von Tomherein krumm war. Die 
Biegungleichung sebi-eibt man gewöhnlich in der Form: 



Darin bedeutet J das Trägheitsmoment des Querschnittes in 
Bezug auf eine Linie, welche durch seinen Schwerpunkt geht und 
rechtwinkelig zur Biegungsobene gezogen wird; E ist der Elasti- 
zitätsmodul des Materials und r der Krümmni^sradius an der be- 
treffenden Stelle. Ist z. B. der Balkenquerschnitt ein Rechteck von 
der Breite h und der Höhe d, so ist J = ^hä'^ (siehe Artikel 54); 
hat der Balken kreisförmigen Querschnitt, so ist J = -r -ß*i wenn H 
den Radius des Kreises bezeichnet (siehe Artikel 50), Hat der Balken 
elliptischen Querschnitt, so ist J=^-. «^6, wobei a und h die beiden 
Halbmesser des Querschnittes in der Biegungsebene und senkrecht zu 
derselben bedeuten (siehe Artikel 50)*). 

Krümmung. Die Krümmung eines Kreises wird definiert als der 
reziproke Wert seines Radius; die Krümmung irgend einer Kurve an 
einer bestimmten Stelle ist gleich derjenigen des zu dieser Stelle 
gehörenden Krümmnngskreises, d. i. des Kreises, welcher sich an dieser 



*) Wir halten es nicht für nötig, Mer noch, au bemerken, dafs die Dmtk- 
Bpamrang in irgend einem Punkte .ff des Balkeu^nerachhittes ,4 CjI (vergl. Figur 47, 
Alt. 68) gleich -j z ist, wenn z den Abstand Jif des betreffenden Punktes auf der 

Druckseite von dei neutralen Linie AA bezeichnet 

Die neutrale Linie geht dtirch den Schwerpunkt de« Querscknittes; ist » 
negativ so bedeutet das dafs die Spajmung eine Zugspannimg ist ; die gröfsten 
Spannungen treten da aut wo < am grofstea ist Balken von gleicher Sicher- 
heit sttid snlchp bei denen die in den pmzelnen Queiachmtten auftretenden 
Maxinillopannungen *! imtlich gleich gii.i'' sind 
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KrömmTUig flach verlanfeuder Kurven. 



Stelle der Kwrre enger anschmiegt als irgend ein anderer Kreia. Die 
Krümmung einer Kurve kann hiemach, wie man leicht sieht, auch 
erklärt werden als die „Winkeländenmg (in Bogenmafs) der Kurven- 
richtung pro Längeneinheit der Kurve". 

Nun wollen wir eine recht flache Kurve ziehen mit sehr ge- 
ringen Werten der „Steigung" ■ Dann bemerken wir, dafs die 
Änderung dieser Steigung beim Fortschreiten von einem Punkte P zu 
einem Punkte Q fast genau die korrespondierende Winkeländerung 
bezeichnet. 

In Wirklichkeit ist die Änderung von ^ allerdings eine Ände- 
rra^ der Tangente eines bestimmten Winkds; aher wenn dieser 
Winkel sehr klein ist, so dürfen wir den zugehörigen Bogen, seinen 
Sinus und seine Tangente sämtlich einander gleich setzen. 

Wenn wir also den Zuwachs von -y- vom Punkte P zum Punkte 
Q durch die Länge der Kurve PQ dividieren, so erhalten wir die 
mittlere Krümmung zwischen P und Q; und wenn wir alsdann TQ 
immer kleiner und kleiner werden lassen, so bekommen wir immer 
genauer die Krümmung im Punkte P seihat. Nun sollte aber die 
Kurve sehr flach sein; die Länge des Bogens P§ ist demnach nähe- 
rungsweise gleich der horizontalen Projektion ^x von PQ zu setzen; 
dann aber ist die Änderung von -^ dividiert durch zlx, wenn z/ar 
immer kleiner und kleiner wird, nichts anderes als der Differential- 
quotient von ^- 

konnen wir als Krümmung eines Balkens in irgend einem Pimkte 
den Wert ^ annehmen, vorausgesetzt, dass seine Biegrrng überall 
nur gering ist. 

War der Balkpn licht von voralierPin ^eiade aoadcm wai y seino geringe 

Abweichung von der geraden Lmie m irgend einem Pnnkte dann wu —" seine 

ur<"prdnghihe Ki inimung 
nadifltehenden Ahleitningen 

dt' da," 

Es ist leicht EU zeigen dafa ein BilLen ^on gle eher Sicherheit d 1 Hm 
Balken m dem f die Btanti nichong dei auls tsten Faser m jedem Quli 
schnitte gleich grois ist auch, überall gleiche Knimmimg erllhrt vorausgeaetzt 
dafs seine HChe gleiL.hmäJ'Eig ist 

Ist (7 die Höhe des Balkens so lantet die Bedingung tilr dip gleichmäfsige 

Sicheriidt . ' ? ^ + / ■wurin / eme Ktnitant*" i t ISnn ist aber gleich 



- anstitt des Inedruetea -=-^j emaetzen 
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dem- Produkt des Elaatizitätsmoduls und der Krünuaüng, folglicli ist die 
mung gleich, -j^ v .i i ^- ^ konstant. 

Beispiel, In einem Balken von gleiehm&fsiger Sicherheit sei; (i™ 



.^^ = c + ax + \b^\ y^e + cx^ka^ + ^h^'. 



E dy 

Darin mdasen noeh. die Konstanten e und c durch irgend eine gegebene 
Bedingung festgelegt werden. Zum Beispiel sei bekannt, dafs der Balken an 

einem Ende horizontal eingespivnnt ist. Dann ist bei x ^ auch -," ^ 
und ebenso ^ = 0; daraus ergiebt sich dann: c = und e ^ Ü. "'"' 

War der Balken von vornherein gerade, so können wir nunmehr 
die Biegungagleichung aufstellen: Bedeutet x den von irgend einem 
Anfangspunkt gemessenen Abstand längs des Balkens bis zu einem 
gewissen Querschnitt, und bezeichnet; y die Senkung des Balkens 
bei diesem Quei'schnitt, ist femer J das Tri^heitsmoment des Quer- 
schnittes, M das Biegungsmoment an dieser Stelle und E der Elasti- 
zitätsmodul des Materials, so gilt die Beziehung: 

Wir gebeii dem Ausdi-uck -^-^ ein solches Vorzeichen, dafs er 
positiv wird, faUs M positiv ist. Wenn ein positives Biegungs- 
moment M einen Balken nach oben konvex macht und y von oben 
nach unten gemessen wird, so ist also (1) in Bezug auf die Vor- 
zeichen richtig. Ebenso würde (1) richtig sein, wenn ein positives 
M den Balken nach aufwärts konkav macht und y nach oben ge- 
messen wird. 

Beispiel 1. Ein prismaü- 
schei" Balkeu von dep Länge l sei 
an einem Ende horizontal ein- 
~ ' ^ ' : ~ r(.^.::::.^ gespannt, am anderen, freien Ende 
mit W kg belastet. Es sei x der 
Abstand eines ku betrachtenden 



vom 

Ende des Balkens; dann ist Jf = W(l — x), sodafs (1) übergeht in: 

Durch Integration finden wir, da E und J konstante Grölsen sind: 

EJ äy , 1 ^ , 
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Daraus können wir, falls c bekannt ist, die Neigung des Balkens 
gegen die Horizontale au jeder beliebigen Stelle berechnen. 

Um c zu finden, müssen wir die Neigung an irgend einer Stelle 
kennen. Nun wissen wir, daXs am eingespcmnten Ende keine Neigung 
stattfinden kann, d. h. es ist bei iC = auch ^^ = 0; daraus folgt 
iiber c= 0. Durch nochmalige Integration erhalten wir: 

^•f IT 3 1 a , /-' 

--^rP = V^ 6^ + <■'■ 

Um die neue Integrationskonstante C zu finden, beachten wir, 
dafs )/ = whd, faUs x ^ ist, und finden daraus: C — 0, Demnaeh 
lautet die Biegui^sgleichung des Balkens^ d. h. die Gleichung, welche 
uns die Senkung y für jeden Punkt des Balkens angiebt: 

Gewöhnlich handelt es sich darum, den Wert von y am Ende 
des Balliens, also für x = l zn ermitteln; dieser Wert von y, den wh 
D, die Durchbiegung des Balkens, nennen wollen, ist: 

Beispiel 2. Ein Balken von der Länge l sei an bddeil Enden 
unterstützt und iu der Mitt« mit W\i.g belastet. Wir denken uns, 
dafa die linke Hälfte des Balkens 
in seinem belasteten Zustande (etwa 
durch Umgiefseu mit Cemeut) voll- 
kommen starr in ihrer L^e und 
Form festgehalten werde; dann 
kanji die rechte Hälfte einfach ak 
ein selbständiger Balken von dei 

werden, welcher an emem Ende (der Mitte des 
, Balkens entsprechend) cowte-siiannt, am anderen mit 
der nach oben wirkenden Kraft \ W belastet üst Entsprechend 
unserem vorigen Beispiel ist seine Duichbiegung also 

Der Leser sollte selbst eine Skizze machen, um diese Methode zur 
Lösung der Aufgabe zu illusti-ieren. 
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Beispiel 3, Ein an einem Ende eingespannter BalbeH trage 
eine gleichmäfsig über seine ganze Länge verteilte Last von w kg 

pro cm BaLkenlänge *). 

Auf den Teil P Q komiiit eine Belastung w- PQ oder w(l~x) kg. 
Die Resultierende dieser Last greift 
in der Mitte zwischen P und Q 

" , I an, sodafs wir durch Multiplikation 

— I , J mit dem Hebelarm ^ (^ — «) das 

Biegungsmoment im Punkte P fin- 
den. Dasselbe beträgt demnach: 
(6) M=^w(l-xy. 

Indem wir diesen Wert in Grleiehung (1) einsetzen, erhalten wir: 




Die Integration ergiebt: 



l^x — Ix"' + \x* + e. 



Diese Gleichung zeigt uns wieder, sobald wir c bestimmt haben, die 
Neigung des Balkens gegen die Horizontale an jeder beliebigen 



dort eingespannt ist. Daraus folgt c = 0. 

Wir integrieren nun nocbmala und erhalten: 



da für X = Q auch j/ = zutrifft, so folgt, dafs auch C -= wird. 
Somit lautet die Biegungsgleichung: 

Den grÖfsten Wert erreicht y am Ende des Balkens bei x = 1. Die 
Durchbiegung beträgt also; 

worin W = wl gesetzt wurde; hier bedeutet somit W die gesamte 
Belastung des Balkens. 

*) Wir mai-hcn dir^uf infmeiksam dafa man bei Beietlmiingen über die 
Biegung von BalLen zwecimfe-fa g die Lingenmafse m cm ansdn ekt ihe Qner-^ 
schnitte sind dinn natiirlict in qcm die Biegungimonientf m rmk^ die TrSg- 
teitsmomente dei y lersümittfläclien m cm* zu mcaacn 
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Beispiel 4. Ein aH beideu Eaden untepstUtztei- Balken von 
der Länge l sei gleichmäfsig mit w kg pro cm seiner Länge belastet. 

Jeder der beiden Anflagedrueke ist gleich der halben gesamten 
Last. Der rechte Auflagedruck hat in Bezug auf den Punkt P einen 
Hebelann ^l — x. Der Dreh- „ 

sinn seines Biegungsmomentes ist ^-' ■ '^.^^^ : ^^ . -^/v^A^ ■'^'^'^-''^-^'^-'^ 

gegen die Zeigerbewegung einer i 1 — 

Ühi- gerichtet, und wir wollen "?"^l 

diese Richtung positiv nennen. 

Das Biegungsmoment der Last 

w{^l — x) mit dem mittleren Abstände ^PQ ist dann negativ und 

das gesamte resultierende Biegun^moment im Punkte P beträgt: 

(9) iw^Ki' - «) - Xi^ - ■'^f - >^' - i^-A 

sodafs aus Gleichung (1) folgt: 

Darin ist y die senki-echt gemessene Höhe des Punktes P 
über der Mitte des BalkenB (siehe Artikel 60). Durch Integration 
finden wir: 

F.J^^ ^wPx - -^tfx' + e, 

eine Formel, welche uns nach Bestimmung von c in den Stand setzt, 
die Neigung des Balkens gegen die Horizontale an jeder behebigen 
Stelle zu ermitteln. Der Wert c ergiebt sieh daraus, dafs bei a; = 
auch j- = ist; hieraus folgt nämlich: c = 0. Eine nochmalige In- 
tegration ergiebt: 

auch hier verschwindet wieder die Litegrationskonstante , weil für 
x=-0 auch y = ist. Folglich lautet die Biegungsgleich iing im vor- 
liegenden Falle: 

(10) „-„■^jCSiV-äa'V 

Die Senkung y ist am gröfsten bei x ■= ^l und hat dort den Wert, 
den wir gewöhnlich als die Durchbiegung Z> des Balkens bezeichnen; 
demnach ist i) = -„^„- „ worin TT = (w; die gesamte Belastui^ des 
Balkens bedeutet. 

61. An beiden Enden eingespannter Balken. Die an den beiden 
Enden des Balkens erforderlichen Euispannimgsmomente, welche nötig 
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sind, um die Endquer seimitte in senlfrechten Ebenen zu erhalten, sind 
gleich grois und entgegengesetzt gerichtet, wenn die Belastung sym- 
metrisoh auf die beiden Hälften des Balkens verteilt ist. Diese letztere 
Annahme wollen wir zunächst machen. 

Da die Drehmomente ^eich sind, so sind die Aiiflagednicke 
genau dieselben, als wenn der Salhen nur unterstützt wäre. . Nun sei 
m das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle, welches durch die 
Belastung und die Auflagedi^ucke erzeugt würde, wenn die Enden 
nicht eingespannt, sondern nur gestützt wären; und zwai- wollen wir 
es wieder positiv rechnen, wenn es den Balken nach aufwärts kon- 
kav zu gestalten sucht. Dann ist das wirklich auftretende Biegungs- 
moment mit Räcksicht auf die Einspannung des Balkens gleich m — c, 
■weil die Einspannungsmomente c an den Enden gleich grofs und ent- 
gegengesetzt gerichtet sind und die , Auf lagedrucke durch die Ein- 
spannung nicht verändert werden. Folglich gilt jetzt: 

m ■"''■'/ = "'-^ 

Wir nehmen nun an, dafs der Balken prismatisch gestaltet sei. 
Dann ergiebt die Integration der Gleichung (1): 
. dy__ 



m 



EJ- 






dz ~ ex -\- const. 



Wir messen dabei 
wir nun noch zwei 



von einem Balkenende aus. Äufserdcm 
Einspannimgsbedingungen, nämlich: 

^1 = n für x-^L 



'4^ = für X = und 



wenn l die Balkenlange bezeichnet. 

Indem wir nun in die Gleichung (2) einmal den Wert x = l und 
sodann den Wert a: ^ einsetaen, sowie die im letzteren Falle ent- 
stehende Gleichung von der zuerst gebildeten abziehen, erhalten wir: 



»=/" 



■ (Ix — cl, 



-;/"' 



■ dx-. 



d. h.: c ist der Mittelwert aller Werte m, läugs des ganzen Balkens. 

Wir haben also folgende Regel (für symmetrische Belastung) gefunden: 
Man konstruiere das Diagramm der Biegungsmomente m gerade so, 
als wenn der Balken an den Euden nur tmterstütst wäre. Man suche 
die mittlere Höhe der Momentenfläche und verschiebe das Diagramm 
gegen die Nulllinie um diesen Betr^. Das so erhaltene Diagramm, 
welches an beiden Enden negativ wird, giebt dann die wahre Gröfse 



y Google 



I. 61] BeideMeits eingespannter belasteter Balten. 117 

der Biegungsmomente an. Der Balken ist nach oben konkav, wo das 
Biegnngsmoment positiv ist, nach oben konvex, wo das Biegungs- 
moment negativ wird; anfserdeni besitzt er Wendepunkte, d. h. Punkte 
ohne Krümmung, und zwar dort, wo kein Biegungsmoment herrscht. 

Beispiel. Wir wissen bereits, dafs bei einem Balken von der 
Länge l, der an beiden Ende» unterstützt niid in der Mitte mit 
einem Gewichte W belastet ist, das Biegungsmoment in der Mitte 
gleich jW^, an den Enden gleich Null wird; das Diagramm besteht 
demnach aus zwei geraden Linien. Wir nehmen an, dafs der Leser 
dieses Diagramm wirklich zeichnet (siehe auch Art. 60, Beispiel 2). 
Die mittlere Höhe desselben ist gleich der halben Höhe in der Mitte 
oder gleich ^Wl, und so grofs ist folglich das Biegungsmoment, 
welches wir an jedem Ende anbringen müssen, wenn wir den Balken 
horizontal einspannen wollen. Indem wir das gesamte Diagramm um 
diesen Betrf^ emiedngen, erhalten wir offenbar als wirkliches Biegungs- 
moment des eingespannten Balkens in der Mitte ^Wl, auf halbem 
Wege von der Mitte nach jedem Ende hin den Wert Null, so dafs 
dort zwei Wendepunkte entstehen, und an jedem Ende — ^Wl. 
Ein rechtecldger Balken oder ein gewalzter I-'M.ger oder ein Balken 
von irgend einem anderen eur neutralen Achse symmetrischen Quer- 
schnitte ist bei dieser Belastung in der Mitte dem Brechen gerade so 
nahe, wie an den beiden Enden. 

Beispiel. Ein prismatischer Balken sei mit w Kilogramm pro 
cm Länge gleiclunüfsig belastet nnd an beiden Enden unterstützt; 
das Dif^amm für m ist eine Parabel (siehe Art. 60, Beispiel 4, wo 
M ^ ^wP — ^tox^ war); der grÖfste Wert von m herrscht in der 
Mitte und ist gleich \ibI^; an beiden Enden ist m = 0. Nun ist der 
Mittelwert von m gleich % seines Wertes in der Mitte (vergleiche 
Art. 43, Inhalt einer Parabelfläehe). Folglieh ist c^^^ivl^. Dieser 
Mittelwert von m mufs von jedem Einzelwerte subtrahiert werden; 
dann erhalten m den ^^ ert des wnMiLhen Biegungsmomente? tn 
jedem beliebigen Punl te tui den in beiden T< nden cnifiespanntcn 
Balken. 

Hiemach ist m einem sokhen an den Enden emgespannten 
Balken das Biegungsmoment m dei Mitte gleich ^^n l" m den Enden 
gleich — 12*"^; das Dllgramm ist natuihch parabolisch da p'5 la das 
Diagramm für den an den Enden untei bt dJen Balken lot da.i wir 
nur um den Betr^ l„nl ubeiall nach unten veisthoben haben Die 
Wendepunkte liegen naher an den Enden ils im voiigen Falle Die 
Gefahr des Brechens ist an den Enden am giolstei 

Der Leser m ge auil fii veii^ hiedene andeie Falle e nei =i\ir 
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metrischen Belastung Diagramme zeichnen. Immer haben wir die 
gewöhnliche graphische Methode zur Ermittelung TOn m anzuwenden 
und dann die gefundene Kurve um ihre mittlere Hohe zu erniedrigen. 
Nun wollen wir die Bedingung, dafe der Balken überall gleichen 
Querschnitt besitze, fallen lassen. Der Querschnitt des symmetrisch 
belasteten und an beiden Enden eingespannten Balkens sei beliebig 
M'eehselnd. Dann ergiebt die Integration der Gleichung (1): 

(3) E'^^-f'^dx-cf-j' + mn.t. 

Wie vorhin, ist t- gleich Null sowohl bei ^==0 als auch bei x = l. 

Demnach ergiebt sich analog, wie oben: 

Um c, das Einspannungsmoment, zu finden, brauchen wir also nur 
2 Dit^ramme zu konstruieren, von denen das eine den Wert -y, das 
andere den Wert -j. für jeden Punkt des Baikens angiebt. Von beiden 
Di^rammen mittein wir die Mächen aus und dividieren den Inhalt 
der ersteren durch den der zweiten. Oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: wir dividieren die mittlere Höhe des -.--Diagrammes durch 
die mittlere Höhe des ^p-Diagrammes und haben damit 



Den Wert t subtrahieren wir nun von jedem Einzelwerte für ni, 
und erhalten so das richtige Dia^amm der Biegungsmomente des 
Balkens. 

Die graphische Behandlung derartiger Probleme ist viel ab- 
wechselungsreicher und interessanter als die analytische, da es so ein- 
fach ist, bei gegebener Belastung graphisch die Diagramme für m zn 
konstruieren. 

Die soeben gegebene Lösung ist anwendbar auf jeden Balken, 
dessen Tr^heitsmomente J in den einzelnen Querschnitten vorher auf 
ii^end eine beliebige A'V eise festgeifteUt wurden, solange nur die Werte 
von J und die Belastungen auf den beiden Hälften des Balkens sym- 
metrisch sind. Wir woUen nun einmal J solche Werte geben, dafs 
der Balken überall gleiche Sicheiheit besitzt. Diese Forderung wird 
jiusgedrückt durch die (rltichunj^ 

(4) ''-t oder/;: 
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dabei bedeutet e für den betreffenden Querscbnitt den Abstand der 
äuleereten Faser von der neutralen Äxe auf der Druck- oder Zug-; 
Seite, und f^^ iind f^ sind die gröfsten Druck- resp. Zugspannungen, 
welche das Material in dem betreffenden Querschnitt erfährt, und. 
welche konstant sein sollen für alle Querschnitte. Nehmen wir f^ 
und f^ einander gleich an und setzen s = \A, wobei d die Höhe des 
Balkens ist, so wird aus Gleidiung (4): 



(») 



■Tii-: 



;2f. 



Dai-in müssen wir das -|- Zeichen für alle Punkte 

wenden, an denen M^ positiv ist, und umgekehrt. Nun sind beide 

Enden des Balkens horizontal gerichtet, d. h. es ist: 

oder, unter Benutzung von Gleichung (Ö): 

Dabei gilt das negative Zeichen von den Enden des Balkens bis zu 
den Wendepunkten, das positive Zeichen zwischen den beiden Wende- 
punkten. 

Die Auffindung der Wendepunkte selbst können wir nun offen- 
bar als rein geometrische Aufgabe behandeln: In Figur 41 stelle 
EFQ die in ■ Kurve des Balkens dar, welche bei gegebener Be- 
lastimg leicht aufgezeichnet werden kann. Ferner sollen die Ordi- 
naten der Kni-vt ATUG den 
Wert -T, d. h. den reziproken 
Wert der Höhe des Balkens dar- 
stellen. Die Höhe kann dabei 
ganz beliebig gewählt werden, nur 
soll d immer an zwei symmetrisch 
zur Mitte gelegenen Punkten des 
Balkens gleich grofs sein. 

Unsere Angabe bestellt nun ^ ,. ^ 

darin, einen Punkt P so zu er- 
mitteln, dafs die Flache EFTA gleich der Flache POO'T wird, 
wenn die Balkenmitte bedeutet. Der so gefundene Punkt P ist 
dann ein Punkt ohne Biegung, imd FE ist der Wert, den wir vor- 
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hin c genannt hallen. Polglich ist m — PR das wii-kliclie Biegimgs- 
moment M' an jeder Stelle; das Diagramm EFG mufs nach unten 
so weit verschoben werden, bis der Ptmtt B, auf den Punkt P fällt ; 
dann erhält man das Diagramm für M. Kennen wir aber M und d, 
90 iat es ein leichtes, aus Gleichung (5) auch J zu finden. 

Wenn ein solcher Balken von gleicher Sicherheit Überdies gleich- 
mäfsige Höhe besitzt, so liegen offenbar die Wendepunkte auf halbem 
Wege zwischen der Mitte und den eingespannten Enden; denn dann 
wird das untere Diagramm zu einem Rechteck. Balken von gleicher 
Sicherheit unA gleicher Höhe haben überall die gleiche Krümmung; 
nur ändert dieselbe an den Wendepiankten plötzlich ihren Sinn. 

Ist die UelastuDg des Balkens eine ganz lelieliige, so sind die beiden 
für (lie Einspannnng erfordern dien Momente an den Enden im allgemeinen von 
einander versehieden. Es bezeichne m, das gegen den Uirzeigerainn drehende 
EinapannnngBmoment am Ende A, wj, Aas im Uhrzeigersinn drehende Ein- 
spannungsmoment im Punkte B imd m das Biegungsmoment in einem beliebigen 
Pnnkte für den "Fal!, tlafs der Balken nur unterstützt wäre 

Wir betrachten zunächst emen 
gewichtslosen imbelasteten Balkpn 
von der gleichen Länge untei dem 
alleinigen Binfiufs der Biegungsmo- 
mente ih, und »ij an seinen Enden, 
um den Balken im (rleichgewicht zu 
haltPn, ist es notwendig, zwei gleiclie 
Fig. iä. und entgegengesetat gerichtete XJntei- 

stfitaungskritfte P an den Enden an- 
zubringen, wie sie in der Figur 42 eingetragen sind. Uud zwar muli P?-|-"'>^"'i 
sein, wenn die Richtung der Ki'äfte so angenommen wird, wie Figur 43 angiebt; 

daraus folgt dann: P^—ä — - — -■ ■ 

Die beiden Biegungsmomente iti, und ni^ müssen also aufgehoben werden 
durch die beiden Kräfte P; d. h.: bei B mufs eine abwärts gerichtete Kraft 
eingefahrt werden, Das bedeutet aber, dafa der Balken bei .B die Tendena hat, 
sich nach oben zu bewegen; folglich ist der Auflagedmok, welcher bei blofser 
TJnterstütEnng eintreten würde, in unserem Falle der Einspannung um den Betrag 
P au verringem. Bezeichnet m für irgend eine Stelle das Bjegungsmoment, 
welches bei blofser Unterstützung der beiden Enden auftreten würde, so wird 
das Moment an derselben Stelle bei Einspannung des Balkens gleich: 

(1) m — «f, — P ■ BO- 

Will man durch möglichst einfache tJberlegung zn diesem Resultate kommen, 
so genügt es, folgendermafsen zu schliefaen: Der Balken war im Gleichgewicht, 
als er belastet war und an den Enden nur unterstützt wurde; das Biegungs- 
moment an irgend einer Stelle war w, wir haben ntui eine neue Gruppe t 
Kräften eingeführt, welche sich unter einander aufheben; das Biegung 
im Punkte C, welches von diesen neuen Kräften herrührt, ist gleicn 

- K + P..BC); 

infolge dessen ist das wirkliche Biegungsmoment im Pnnkte C; 



r 
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Angenommen, es sei iii, =^ 0, dann wird 1' ^-f , >™A tlas Biegungsmu- 

ment bei C wird: m — -^BG = m -- P ■ BC. 

63. Ein Balken sei am SnAe A eingespannt, am Ende JB nur unterstützt, wobei 
aber der Punkt B mit dem Punkte A genau in einer torizontftlen Ebene liegen 
soll. Wir haben dann m, — und BO = « zu setzen nnd erhalten also genau 
den zuletzt angedeuteten Fall. Die Biegungsgleichung lautet demnaeh.: 

Zunächst wollen wir einen glelehmäfBie liela^teten prismatischen Balken 

bettachten, wie in Beispiel 4 Artikel 60, Bei blofaer Unterstützung des Balkens 
an beiden Enden wird das Biegungsmoment 

Dabei ist x vom nicht eingespannten Balkenende aus gerechnet, ii: bedeutet die 
Belastung pro cm BalkenlHnge. Gleichung (2) lantet also jetzt: 



(2) E-?";,- i = ^'* ~- ^^- 



(3) EJ -^ = i wJx — -1 it-x- — Pjt 



woraus durch Integration folgt; 






(4) Ej'^-i„U--i„x'~iP.. 


■=+., 




Ferner haben wir die Einspannungsbedmgung, 
Steigung gilt: 

(5) 2-°- 


dafs bei X == \ 


! für die 


Integi-ieren wir zunächst die Gleichung (4) nochi 


nals, m finden v 


™-: 



(6) JiJy = ^^ V Jx' ~ ^iiv' — ^ P (.= + (. 1. 

Eine Integrationskon'stante haben wir nitht limzuzufn^ en , weil für x ^= D 
auch 1/^0 wird. 

Auch fflr iB = i wird y ^ Dieie Bedingung und die gleichfalls lar 
x^l gültige Gleichung (oj benuteen wii am Umtoimung \on (4) und (e): 

(1) = -»«!= — ipi= + c, 

(8) = ^i'vl' — -J-P?' -H cl, 

und daraus können wir dann leicht F und c bestimmen. 

Wir dividieren zu dem Zwecke (8) durch l und subtrahieren die ent- 
stehende Gfleicbnng von (7); so erhalten wii': 

= ~wiä_|p;i. p^ ^it-j 

Aus (7) folgt dann: 

*) Die Abweichung dieser Gleichung für iii von der in Ai't. 60 Beisp. 4 
beruht auf der Wahl eines anderen Ifullpunktes für x. 
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Das wicklich auftretende Biegungsmomeiit wird also gemäfa Gleiclmiig (3) 

tind die Biegungsform, des Balkens erhalten wir dnrct Einsetzen der gefundenen 
Werte für P und c in Gleielnm^ (6). 

6ä. Wenn die Belastaiig eme ganz beliebige ist und der Qnersclmitt sich 
ebenfalls in ganz beliebiger Weise ändert, so mviTs eine graphische Meüiode an- 
gewandt werden, um die zweimalige Integration auszuführen. 

Eine Funktion « von x sei dnrch. eiae Kurve dargestellt; dann wollen wir 
durch eine neue Kurve den Wert Ta ■ dx ausdrücken; d. h,; die Ordinate der 
neuen Kurve soll die Fläche der z-Kurve bis zu jenem Werte von x angeben, 
gerecluiet von irgend einer festen Anfangsordinate ab. Bei dieser Ausmittelnug 
können wir so verfahren; Wir zeichnen die zur Funktion s gehörende Kurve 
auf einen Bogen Millimeterpapier imd zählen dann einfach die in Betracht kom- 
mende AnzaH der Quadrat« aus. Oder wir können mit einem Planimeter die 
Fläche bis au einaelnec, beliebig herausgegTiffenen Werten von x ermitteln; an 
diesen Stellen tragen wir dann neue OriEnaten derart anf, dafs sie marssiäblich 
den zugehörigen Flächenwert angeben. So suchen wir vielleicht 10—12 einzelne 
Punkte und ziehen darauf durch dieselben aus freier Hand die neue Kurve. 
Aber diese Methoden sind umständlich und ungenau. Man hat daher eoge- 
naimte Integraphen oder Integriermaschinen konstruiert, welche die verlangte 
Kurve auf mechanischem Wege nnmifctelbar zeichnen ; so arbeitet z. B. der Inte- 
graph von Abdank-Abakanowioz (hergestellt von. Coradi in Zürich) ganz be- 
sonders präzise. Leider ist der Preis eines solchen Instrumentes nicht gerade 
ein geringer. Ein wohlfeiler Integraph, der aber genau arbeiten müfste, würde 
nicht nur für die Lösung graphischer Probleme sehr wertvoU sein, sondern er 
würde uns auch, wenn wir ihn eifrig gebrauchten, eine vorzügliche Hülfe für 
das Verständnis der Integralrechnnng bieten. 

Wir nehmen nun an, dafs der Leser mit irgend einer MetKode vertraut 

sei, welche den Wert von Je ■ dx durch eine neue Kmve darzustellen ermög- 
licht; die BelMtung des Balkens sei eine ganz beliebige, auch sei das Träg- 
heitsmoment J nicht an allen Stellen gleich. Die Biegungsgleichung lautet für 
unseren zuletzt betrachteten Fall: 

dx^ 
und die Integration ergiebt: 

Wir müssen also ein Diagramm zeichnen, dessen Ordinate in jedem Punkte 

gleich - ist, und müssen diese Kurve integrieren. Zur Vereinfachung der 

Cm. 
Formeln wollen wir den Ausdruck l ^ dx mit dem Bnchstaben ji bezeichnen; 

lache der 
konstruieri 

X r X 

gleich — . ist, und auch, dieses integrieren. Der Wert i -= dx möge durch S. 



füi' X = l wird (1 gleich der gesamten Fläche der --.-Kurve und diesen Wert 
wollen wir ^^ nennen. '' 

äsen wir ein Diagramm konstruieren, dessen Ordinate überall 
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bezeichnet werden. Für x = l -wild X gleich der gesamten Fläche der 
-^--Kurvfi, uad wir wollen diesen Wert X, nennen. Nun ist in Gleichung (9): 

2 - » ""■ ' - '■ 

Daraus folgt die Boziehimg: 
(10) = jt, - PX, + c. 

Jetat integrieren wir (9) noohmalB und erhalten: 

)y=ß.dx- Pfx ■ dx -\-cx-\-C. 

Berücksichtigen wir nun, dafs y ^ H wird für a; = 0, so sehen wir, dafs 
Ü ^= ist. Bezeichnen wir noch die Gesamt^chen der p- und X-Kurven mit 
My bezw. Xy und stellen die letzte Gleichung für den Balkenpunkt x ^l auf, 
so erbalten wir: 
<ll) n = J«, — P ■ A', + ei,') 

Aus (10) und (11) kann P und c leicht gefunden weiden, und mit Hülfe 
des gefundenen Wertes Ton P läfst sich natürlich das Biegungsmoment an jeder 
Stelle bestimmen. Der Wert c giebt uns die Neigung des Balkens am Punkte 
a! = au. 

64. Beispiel. Ein Balken von beliebig wechselndem Qner- 
schnitt sei an beiden Enden eingespannt und in irgend einer be- 
liebigen Weise belastet. Wir messen x toh einem Ende aus, an 



*) Wollen wir die eingeführten Bnchataben (i, X, (i, , X, 
nutzen, eo bietet sich die folgende Ableitung dar: 

:enze x variabel zu denken. Bes 
it c; ao können wir Gleichung (: 

n erneut und zwar zwischen dei 
Lafs y an beiden Grenzen densell 

(n) \e-iJX~'=(i=C( j'-j-dx\dx-pC( I jdx\dx + cl. 

Wenn die Integrationen in Gleichung (10) und (11) ansgefährt sind, so können 
wir die Gröfsen P und c ermitteln. Das wahre Biegungsmoraent ist dann, wo- 



Hier ist die obere Grenze x variabel zu denken. Bezeichnen wir den Wert v 
jB - für X = mit c; ao können wir Gleichung (10) auch so schreiben: 



Wir integrieren erneut und zwar zwischen den Grenzen und l und or- 
n uns daran, dafs y an beiden Grenzen denselben Wert hat; dann fijiden 
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welctem das Einspannungsmoment gleich iit^ sein mag. Geaan, wie 

Torliiii, erhalten wir; 

(1) M-^m — m^ — Px, 

(3) «-2 -/■/ ■ "^ - '%/t - ff-j "' + c- 

Da der Balken bei x = (i eingespannt ist, ao ergiebt sieh C = 0. 
Wir führen mm wiederum einige Abliiirzungen ein, nämlich: 

(* für i --da: und ft^ für die Gesamtfläche der -Kuttö, 



'.P^ 



und Y, für die Gesamtfläche der —-Kurve, 



X für j dx und Xj^ für die Gesamtfläche der -TCurve. 
Dann ergiebt sich für den Punkt x^ l: 

(4) = !i,-m,Y,- PX,. 
Die zweite Integration liefeii: 

Ey = i II ■ äx ~ m^ j Y . dx — P j X ■ dx + c, 

wo sich durch Eintragung des speziellen Wertes x = auch hier 
c === ergiebt. 

Wir bezeichnen wieder die Gesamtflächen der ii-, Y- und X- 
Kurven zwischen den Ordinafcen und l mit jKi, Y\ und Xi und 
erhalten dann für den Punkt x ^h 

(5) = M^- m^ Y, - PXi*) 

*) Wir haben die Abkürzungen y., X, T, fi, , X, , T, , JM, , X, , JT, benutzt, 
weil wir förciiteten , ■ dafs der Leser mit den Symbolen der Integralreolinung noch 
zu wenig vertraut sei. VieUeieht würde es jedoch besser sein, die Ableitungen 
ohne Benutzung der genannten abgekürzten Bezeichnimgs weise durohz'ufdhren ; 
dadurch würden wir den Leser dazu anregen, dafs er sich an die gebräuchlichen 
Bezeiclinungen der Integralrechnung gewÖm.t, und nicht neun neue Symbole in 
die Beclmung einschleppen. 

Wir haben alsdann folgendermaJaen zu verfahren; Erstlicli ergiebt sich 
durch Integration der Gleichnng (3) zwischen den Grenzen und aT,,mit Rück- 
sicht auf den Umstand, dafs der Balken bei x ^ eingespannt ist; 



-g=/7--"./?--rj 
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Graphjaolie Ermittelung der BiegungBmomente, 




Aus (4) und (5) lassen sich leicht die Werte von m^ und P be- 
stimmen, die dann in (1) einzusetzen sind. 

65. Graphische Lösung. Die Kurve ACB (Pigm- 43) stelle 
das Biegungsmoment ni dar, bei der Annahme, dafs der Balken an 
beiden Enden nur unterstützt wäre; AD bezeichne das Einspannungs- 
moment m, und BE das Ein- 
spannvmgamoment m^ . Wir 
verbinden D mit E. Dann 
ergiebt die Differenz zwischen 
den Ordinaten der Kurre ACB 
und denen der Geraden DE 
die Gröfse der wirklich auf- 
tretenden Biegungsmoraente; 
dieselben sind also durch die 
senkrechten Ordinaten des Zwischenraumes zwischen der geraden Linie 
DE und der Kurve AFCGB dargestellt. Das Biegungsmoment ist 
negativ von Ä bis H und von I bis B, positiv von S bis I. .Fund G 
sind Wendepunkte der Biegm^slinie. 

' 66, Nützliche Analogien fUr die Berechnnng der Balkenbiegung. 
Es sei w die Belastung des Balkens in kg pro cm Länge, und M 
das Biegungsmoment in einem Querschnitte [dasselbe werde positiv 
gerechnet, wenn es den Balken nach auiVärts konvex zu machen 
strebt*)]. Femer sei x der horizontale Abstand des Querschnitts 
von einem irgendwie gewählten Koordinatenanfangspunkte. Dann be- 
haupten wir, dafs folgende Gleichung gilt: 
... <PM. 

0) -^ = "'- 



Wenn die in (61 und (7) angegebenen Integrationen ausgetrtlirt «md, eh 
lioanen. da» unbekanntea Ijib&pn 1113 und P ausgewertet und in, CxleiLhung (,1) 
eingesetzt werden 

Dec Leser mufs selbst auspinbieren, welcher Weg für ilin am geeignetsten 
ist, ob er die etwas gefahrbeh. aussehenden, abei in Wirklichkeit doch leicht 
veratändlicheii Symbole dieser Fufsnote verwenden odei ob er lieber mit den 
neun Buchstaben rechnen will, deren Bedeutung man immer wieder versifst Man 
vergleiche auch die vorige Note 

*) Diese letztirr Bestimmung 11t nur tnr die fülgei de Virallgempinciung 
rrfiiidtilicli 
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1 der Theorie der Balkenbiegnng. 




Im Querschnitte P (Figur 44), dessen Abstand Tom (weiter linka 
angenommenen) Änfaiigspiinkte gleich x cm ist, herreclie ein Biegungs- 
moment M, welches diireh zwei gleiche 
und entgegengesetzt gerichtete Pfeil- 
spitzen angedeutet ist, und eine Scher- 
kraft S, welche ebenfalls in die Skizze 
eingezeichnet wurde. (Wir wollen die- 
selbe positiv rechnen, wenn das Material 
rechts vom Querschnitte einen nach unten 
gerichteten Zug erleidet.) PQ werde mit 
z/« bezeichnet, sodafe die auf dieses Balken- 
stück zwischen den Querschnitten P nnd 
Q kommende Belastung gleich tv ■ ^x 
ist; das Biegungamoment im Querschnitte 
Q sei M.-\-^M und die Scherspannung 
S + ^S. Auf das betrachtete kleine 
jug ^4 Balkenstück wirken demnach die Kräfte, 

wie sie in der Skizze eingetragen sind. 
Ihre Gleich gewichtsbedingung ergiebt folgende Gleichung: 

(2) JS-v,.^:,; || = „-. 

Die Aufstellung der statischen Momentengleichung für den Punkt 
Q ergiebt: 

M+S- zfx + \tv (Jxf = M + Jßt, 

■ = b -\- -^w ■ iJX ; 

wenn wir nun Ax immer kleiner und kleiner werden lassen , so ein- 
halten wir als Grenzwert: 

(ä) " = *■' 

womit Gleichi 
Nun wis 
die Gleichung gilt: 



(1) 



, dafs für jy, die Durchbiegung eiues Balkens, 



<P-y _ 



' M.f 



Die augenfällige Analogie der Gleichungen (1) und (4) erlaubt 
uns aber, auf Gleichung (4) alle diejenigen graphischen Methoden anzu- 
wenden, welche uns zur Lösung der Gleichung (1) längst geläufig 
sind. Haben wir zum Beispiel ein Diagramm, dessen Ordinate an 
jeder Stelle den Wert von lo zeigt, also ein Belastungsdiagraram, so 
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können wir daraus sofort mit Hülfe der graphischen Statik ein Dia- 
gramm konstruieren, welches den Wert von M an jeder Stelle mafs- 
stäblich angieht; d. h. wir können die G-leichung (l) sehr leicht auf 
graphischem Wege lösen*). 

Nun sehen wir aher ans der Gleichung (4), dafs wir auf ein 
Diagramm, welches den Wert ■=-; für jede Stelle augiehfc, genau die- 
selbe Methode anwenden können, um den zugehörigen Wert von )/ 
zu finden, d, h. um die Biegungsliuie des Balkens zu konstruieren. 
Viele unserer Bi^ungsauf gaben erleichtern sich durch die Ausnutzung 
dieser Analogie ganz bedeutend. 

Beispiel. Haben wir einen beliebigen Balken, ganz gleichgültig, 
ob die Enden unterstützt oder frei sind, so finden wir unter der 
Annahme, dafs w konstaut ist, durch Integration: 

(°) -£-'' + '"'■' -K-« + 6« + T«'a^'- 

Bei einem bestimmten vorliegenden Falle haben wir dann immer 
noch Angaben, aus denen sich die Konstanten a und h ermitteln 
lassen. 

Nehmen wir z. B. an, es handele sich um einen prismatischen 
und gleichmäfeig belasteten Balken, welcher an den beiden Enden 
nur unterstützt ist. 

Wir messen y vom tiefsten Punkte des Balkens in der Mitte 
nach oben und x ■von der Mitte aus nach den beiden Enden. Dann 
ist M = für die Stellen x = ^l und x = — ^l. 

Für diese beiden Punkte lautet also Gleichung (5): 

O'-a + ^hl + ^wl^ 
und 

O^a — ^hl + ^wP. 

Folglich ist Z> = 0, a= jU>P, und aus Gleicimng (5) wird mm: 

(6) M=-^wl^ + ^wx\ 

Das ist genau dieselbe Gleichung, die wir auch in Beispiel 4, 
Art. (iO, benutzten, wo wir hernach M durch SJ dividierten und 
dann zweimal integrierten, um y zu finden. 

*) Gewöhnlicli finden wir M fitr einen an den Enden mir imterstützten 
Balken, z.B. im Diagramm AGB, Figur 43 (Art. 65). Sind dagegen, an den 
Enden noch Biegungamomente Torhamden, welche durch die Ordinaten AJ) und 
BE dargesteBt werden, so yerhinden wir D mit E durch eine Gerade. Dann 
stellt die algebraisclie Summe aus den Ordinaten der beiden Diagramme das 
wahre Diagramm der Biogungsmomente dar. 
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Es möge jetzt mit i der Quotient -r^ , d. h, die „Steigung" des 
Balkens bezeichnet werden. 

Nun haben wir die Beziehungen gefunden: 

^=- 'R^E^ ^^=S — = iv 
dx ' dx Etf da: ' dx 

Wir haben also ein System von Kurven, welches wir durch 
mehi'malige Differentiation aus der gegebeneu Form y der Biegungs- 
linie ableiten können, oder welches wii- durch mehnnaUges Integrieren 
aus den bekannten Werten von iv, d. h. aus der Belastung des Balkens 
erhalten. 

Um aus u- den Weii M zu finden, haben wir nun aber eine 
bequeme graphische Methode; um aus p-r den Wert y zu finden, 
können wir folglich genau denselben graphischen Weg einschlagen. 
Alle Überlegungen und Hülfskonstrulrtionen, deren Richtigkeit bei der 
Enuittelung von M. aus iv unmittelbar einleuchtet und keines beson- 
deren mathematischen Beweises bedarf, können wir demnach ohne 
weiteres, ebenfalls olme besonderen mathematischen Nachweis, aus 
blofsen Gi-ündcn der Analogie, anwenden, um aus - den Wert y 
zu ermitteln. 

So ist z. B. die Fläche der ^rj^-Kurve zwischen den Ordinaten 
a^j und x^ gleich dem Zuwachs von i zwischen den Weihten x^ und x^; 
die Tangenten an die Biegungslinie des Balkens in den Punkten x^ 
und x^ schneiden sich in einem Punkte, welcher auf einer Senkrechten 
mit dem Schwei'punkte des fraglichen Plächenteiles der -^rj^-Kurve 
liegt. Femer ist die gesamie Fläche der -=rr-Kurve für eine Spann- 
; von einem Ende H des Ab- 
schnittes bis zu dem anderen J; der Schnittpunkt P der bei li und I 
Sil die Biegungslinie gelegten Tangenten befindet sich senkrecht über 
dem Schwerpunkte des zugehörigen Teiles der -^y-Kurve. Diese 
zwei Gesetze können als Ausgangspunkt für eine vollständige gra^ 
phische Behandlung der Probleme über die Biegung von Balken be- 
nutzt werden. 

Schneidet das durch den genannten Schwerpunkt und durch P 
gelegte Lot die Abscissenaxe im Punkte G, und bezeichnet in die 
Steigung der Tangente im Punkte H, so liegt der Punkt P um den 
Betrag GH-ijf höher als der Punkt U- 1 liegt um den Betrag 



y Google 



Balken auf mehrerea Stützen. 



Gl ■ if höher als der Punkt P, worin ij die Steigimg der Kurve im 
Punkte I bedeutet. Daraus folgt, dafs der Höhenunterschied zwischen 
/ und H gleich HG ■ iH-\- GJ-ii jst; von dieser Beziehung kann man 
mit Nutzen Gebrauch machen, wenn über die relative Höhe der Unter- 
stützungspunkte genaue Angaben YorHegen, wie es bei zusamnien- 
hitngenden Balken auf mehreren Stutzen der Fall ist. 

67. Balkeu auf mehreren Stützen. Früher verbanden die Brücken- 
bauer, anstatt für jede Spannweite einer Brücke einen einzelnen Träger 
zu verwenden, die einander berührenden Enden derselben mit ein- 
ander, um das Aufbäumen derselben zu verhindern. Die ganze Brücke 
bestellt dann aus einem znsaninicnliängend.on Träger, der an mehreren 
Punkten unterstützt ist. 

Wenn wir absolut sicher wären, dafs die Unter Stützungspunkte der 
fertigen Brücke auf den Millimeter genau in der bei der Rechnung 
angenonunenen Höhe liegen, so würde, wie sich leicht zeigen läfst, der 
zusammenhängende Träger wesentlich billiger sein, als einzelne Binder. 
Leider ändert aber eine, wenn auch nur ganz geringe, Senkung eines 
der Unterstützungspunkte die Verteilung der Kräfte in dem ganzen 
Balken vollsländig. 

Auch bei vielen anderen Aufgaben der angewandten Mechanik 
begegnen wir dei^elben Schwierigkeit und müssen zwischen Sparsam- 
keit mit einer gewissen Unsicherheit einerseits, gröfseren Kosten mit 
Sicherheit andererseits wählen. So brii^ z. B. die starre Nietver- 
bindung an den Knotenpimkten einer Eisenkonstruktion immer eine 
Abweichung der wirklich eintretenden Kräfteverteilung von der be- 
rechneten mit eich, weil eich eine Ausfuhrung mit mathematischer 
Genauigkeit unmöglich erreichen läfst. Deswegen zieht man oft vor, 
die Knotenpunkte schamierartig zu konstruieren, obwohl diese Anord- 
nung bedeutende Mehrkosten verursacht. 

Dem Leser, welcher sich für die Theorie der zusammenhängenden 
Brüekenkonstruktionen näher interessiert, empfehlen wir, das Werk 
von Müller-Breslan „Die neueren Methoden der Fesiylgkeitslelwe 
und der Statik der Baukoitstruktionen" *) zu studieren, wo er auch 
graphische Methoden für die Lösung der meisten wichtigen Probleme 
finden kann**). 

*) Zweite Auflage, Leipzig 1893. 

**) George Wilson hat eine aufäerordentlicb, einfache Methode für die 
Lösung der allgemeinsten Aufgabe nher znsammenMngende ßdlken angegeben: 

Ea mögen Anflagestellen bei A, B, 0, T), TS vorbinden sein Dann stellen 
wir uns zunäelist vor, dafa anfser A und E kPine Auflagen esastinen, und 
suchen die Durchbiegungen, welche untei diesen T'^mbtanden bei B-, C und D 
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"Wir wollen hier als ein gutes Beispiel für die Anwendung der 
Integralrechnung einen Träger Ton gleiehmäfs^em Querschnitt be- 
trachten, welcher auf mehreren in gleicher Höbe liegenden Unter- 
st« tzungsp unkten aufruht. Es sei ABC die Mittellinie des Trägers 
für zwei Spannweiten ; der Träger sei nrsprünglieh gera ' 



A Ä ^. 



und sei in den Punkten Ä, B, C unterstützt; der Abstand von A. 
bis B heifee l^, der von B bis C: l^. Die Belastung auf beiden 
Spannweiten sei eine ganz beliebige. Wir bezeichnen die Biegungs- 
momente in den drei Unters tützungspunkten etwa gleich selber'dureh 
A, B und G und rechnen sie positiv, wenn sie den Balken nach 
oben konkav zu machen suchen. 

Bei dem Querschnitte P im Abstände x vom Punkte A möge 
m dasjenige Biegungsmoment sein, welches eintreten würde, wenn 
der Balken in jeder Spannweite vollkommen von den übrigen Balken- 
teilen unabhängig wäre. Wir haben nun bereits gesehen, dai's wir 
durch die Einführung von zwei neuen Biegungsmomenten m^ und m^ 
in den Punkten A und B (welche den Balken bei A und B nach 
oben konvex zu gestalten suchen) das wirkliche, im Punkte F auf- 
tretende Biegungsmoment finden können (Artikel 61). Unser m^ 
wird gleich ~A, m^^ —B, und folglich gilt für den Punkt P: 

(1) m + A + x—i—- = EJj^„ 

worin m, wie gesagt, das Biegungsmoment bezeichnet, welches bei 
blofser Unterstützung des Balkens eintreten würde. Gegenüber dieser 
Annahme wird der Äuflagedruck bei A durch Einflufs der benachbarten 
Spannweiten vermindert um den Betrag: 

i?2 "v"- 

emtreten würden, Nnti Dchmeii wir daan noeh. eine aufwärts gerichtete Belas- 
tung von beliebiger Gröl'se bei B an, und snchen die dadurcli bedingten nach, 
oben geriditeten Durchbiegungen bei J3, C und D, Dieselbe Rechnung führen 
■wir für und D duroh. Dann setzen uns die gefundenen Besultate in den 
Stand, diejen^en nach oben gerichteten Kräfte bei B, C und D üu ermitteln, 
■welche diese Punkte gerade in ihre wirtliche Lage zurückbringen, d. h, also die 
Auflagedrucke. 
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Wir integrieren Gleichung (1) mit Rücksiclit darauf, daSs F.J 
als bouatant angenommen wurde, und finden: 

(3) fm-dx+Ax+\x'?^^^- + ei-E,J.^^, 

WO das links stehende Integral so gewählt sein soll, dafs es für 
iC = Tersehwindet. 

Die nochmalige Integration von Gleichung (3) liefert weiter: 

(4) / ( ( m ■ dx) dx + ^Ax^-'r^x^ — ~ -\- c^x -\- e = EJ ■ y, 

und auch hier soll das an erster Stelle stehende Integral mit x ver- 
schwinden. 

Im Punkte A, wo a: = ist, verschwindet auch j/; also ver- 
schwindet die zweite Integrationa konstante e. 

Auch im Punkte B, wo a; = \ ist, wird «/ = 0. Bezeichnen wir 
also noch den Wert des Doppelintegrals filr die ganze Spannweite 
mit (^,^■. 

,u.j =/'( f>n ■ dx\d£, 

so gilt für den Punkt- H: 

(5) 11^ + 1^;,^ + ^\^(B-A') + c,l^ = 0. 

Nun wollen wir aus (3) den Wert EJ -^ für den Punkt B 
ermitteln. Bezeichnen wir die Fläche der m-Kurve für die ganze 
Spannweite mit m, : 

o^ = / m ■ dx, 

so wird i'ür den Punkt E: 

(6) _Ej||-%-l-^i, + |;,(B- A) + Cj- 

Denselben Wert können wir aber auch noch auf einem anderen 
Wege bestimmen. Für irgend einen Punkt. Q der zweiten Spannweite 
erhalten wir nämhch, wenn wir x von B aus rechnen, dieselben 
Gleichungen (1), (3) und (4), nur dafs wir überall _B für J., C für B 
und Cj für c, einsetzen müssen. Auf diese Weise finden wir aus (3), 
dafs EJ-S- im Punkte B, für welchen wir jetzt x = setzen müssen, 
gleich Cg ist. Die Vergleichung mit (6) giebt also: 

(7) t,-»,_», + ^li, + i(,(B-^). 
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Aus (5) erhalten wir in analoger Weise: 

(8) II, + |BV + i'/C^- -B) + ^A = ■ 

Wir subtrahieren (5) tob (8), nachdem wir durch \ resp. l, 
dividiert haben: 

(9) c, -c, = ^; -.^; + l-AJ, - \Bk+\l, iB-Ä)-\k(.C-B). 
Die Gleichsetzung von (7) und (9) ergiebt: 

(10) Äl^ + 2B{1^ 4- y + 01^ = 6 (f' - «1 - J*'-) - 

D'wnit h ibfn w r nun eine Gleichung gefunden -welche die Werte 
\ B t d h die Biegur^smomente in den diei aul einander fol- 
genden TJnter'^tutza^g^puBkten mit einander m Beziehung bringt. 
Hat dei Bdiken mehi ah diei btutzpunkte so eigeben je drei auf 
euiander folgende deiaelheu eine der obigen analoge Gleichnng. Im 
ganzen eihalten wir ilso zwei Gleichungen wenigei il-- Stutzpunkte 
vorhanden sind 

Haben wii nun i ^s^'= dem u eh zwl Beding mgeu a B. die, 
dafs die Ball euenden nui unteistutzt «md also ein Biegungsmoment 
Null besitzen so können wii die Biegungsmomente an allen Stütz- 
punkten duich Auflosung dei Gleichungen eimittelu 

Beispiel Zwei auf emaudei talgendt '^pannwe ten von der 
Lange J^ lesp /, t en m t u^ re--p i kg pe tm Ldugc gleichmäfsig 
belastet Dann ist 

in = ^wlx — \tvx''', f mdx = ^tvlx^ — ^wx^, 

folglieh: '^i °^ 12" ^^ ' 

Weiter wird: 

/ ( j mdx\ dx = ^^wlx^ — Y^ftai^, 

folglich: fii = M^i^*! ''s ~ ii^'ah^' 

Der in Gleichung (10) auftretende Ausdi-uck: ^' + »1 — 'J' wird 
also jetzt: 

sodass die Gleichung (10) für den vorliegenden Fall lautet: 
(10) Al^ + 2B{1, + l^)+Gl, + \(w^ l,^ + w,V) = 0- 

Ist auch noch Ij = l^ und w^ = w^, so vereinfacht sich die Glei- 
chung zu: 

ai) A + 4:B+ C + \wl'< = 0. 
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Fall 1, Ein gleichförmiger, gleichmäfsig belasteter Balken ruhe 
olme Einspannung auf drei Uateistüfczimgspimkten, welche gleichen 
Abstand von einander haben. Dann ist ^ -= C = und Ji = — -^wP. 
Im Punkte P mit dem Abstände x TOn Ä herrscht demnach ein 
Biegungsnioment : 

^-w (Ix — x^') -\- — ■■ - ^tvl\ 

Der Aüflagedruct bei A wird kleiner, als wenn der Balken bei 
B abgeschnitten wäre, und zwai- um den in Gleichung (2) ange- 
j — oder -^wl. Der Auflagedruok würde im an- 
Falle ^wl gewesen sein; folghch wird er jetzt nur ^wl 
jedem der beiden Endpunkte, Da nun die gesamte Last gleich 
2wi ist, so bleibt für den mittleren Unteratützungspunkt noch 
^^wl übrig. 

Fall 2. Ein gleichförmiger, gleichmäfsig belasteter Balken ruhe 
auf YJer gleich weit von einander entfernten Unterstützungspunkten 
auf; die Biegungsmomente an diesen vier Stellen seien A, B, C, D. 
Jetzt ist A'^ B = 0, und aus Symmetriegründen B = (J. Folglich 
giebt die Gleichung (11): 

+ 5B+t^p = 0; B=C = -^^wl\ 
Wäre die Spannweite AB vom übrigen Balken abgetrennt, so 
würde der erste Aufl^edruck gleich \wl gewesen sein, folglich wird 
er jetzt ^wl — ~wl, dag ist ^wl. Der Auflagedruck bei Z> ist 
natürlich ebenso grofs. Die anderen zwei Stützpunkte teUen sich in 
den Best der Last, welche im ganzen 3w( beträgt, und so erhält 
folglich jeder derselben ^^wl. Die Aufl^edrucke sind also: 
^^wl, %wl, ^wl und *t^wl. 
68, Sckerspamiungen im BalkCH. Der Abstand von irgend 
einem Querschnitte des Balkens, a. B. vom Querschnitte (Figur 46) 

CD a 



H 



bis zum Querschnitte bei. ^, werde mit X bezeichnet, der Abstand OB 
dementsprechend mit x-\- /ix. Das Bieguiigsmoment bei CAC sei 
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M, und dasjenige bei IJ'BD sei M+^M. Die Linien OAE 
(Figur 46) und AA (Figur 47) stellen die neutrale Fläche des Bal- 
kens in der Projektion dar. Es soll die Tangential- oder Seher- 
spannung in der Ebene CAC, und zwar im Abstände AE von der 
Neutralen bestimmt werden. 

Nach einem bekannten Satze ist diese Scherspannung gleich der- 
jenigen in der Ebene EF, welche rechtwinkelig zur Papierebene und 
parallel zur neutralen Fläche AS Uegt. Wir stellen die Gleich- 
„ gewichtsbedingung für das Balkenstückchen ECDF auf, 

welches in Figur 48 noch einmal in gröfserem Mafsetabe 
und in Figur 47 im Querschnitt dargestellt ist. Ein- 
gezeichnet sind nur diejenigen Kräfte, welche parallel 
der neutralen Fläche, d. i. rechtwinkelig zu den Quer- 
schnitten wirken. Der Gesamtdruck auf DF ist gröfser 
als der GesamtärucI: auf CE, und die TangenUalkräfte 
auf der Fläche EF ghidien den Unterschied aus. Wenn 



wir diese Überlegung mathematisch formulieren, haben wir unsere 
Aufgabe schon gelöst. 

An einer Stelle H in der Ebene CAC in einem Abstände y 
Ton der neutralen Fläche ist die Druckspannung bekannter mafsen 
p = -j y. Ist nun i die Breite des Querschnittes an dieser Stelle, 
welche- sich in Figur 47 als HH darstellt, sd betragt der Gesamt- 
druck auf die Fläche ECE: 

(1) P^Jb^-ydy = ^-Jbydy 

Ist 1> nicht überall gleich grofs, so mufs es uns als E'unktion 
von y gegeben sein, damit wir das Integral auswerten können. Be- 
halten wir die Bezeichnung P für den gesamten auf der Fläche EC 
lastenden Druck bei, 60 ist P -!- ^x -5— der Druck auf die FMche DF. 

Die Tangentialkraft in EF ist : fmal Fläche EF oder gleich f- ^x- FE, 
und folglich gilt: 

(2) f-^x-EE^Jx-'^, f^^.i^. 

Beispiel. Der Balken habe einen gleichmärsigeu reeh(«ckig«B 
Quei'sclinitt von konstanter Breite h und konstanter Höhe d. Dann 
ergiebt Gleichung (1): 
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Seherspannungen in prismatischen Balten. 



-o 12Mb r' , i2Mr, .y" 



Aus Gleichung (2) folgt weiter: 

(3) f--^^(id--Äli)-^^, 

sodafa wir /' berechnen, köuiien, sobald wir j 

In Bezug auf M wollen wir nun eine bestimmte Annahme 
machen; z. B. setzen wir TOraus, dafs der Balken an dea Enden 
unterstützt und gleictmäfsig mit w kg pro cm Länge belastet sei. 

Wir sahen, dafs in diesem Falle M '-^-■wP — jWX^ ist, worin x die 
Entfernung von der Balkenmitte bedeutet. Folglich ist -, - = — wx, 
aodafs G-leichung (3) übergeht iu: 

(4) /■_-j'.(X-^«'),«- 

Es empfiehlt sich jetzt, den Buchstaben y für die Entfernung 
ÄE einzuführen; wir erhalten dann als Scherspaunung für irgend 
einen Punkt des Balkens, welcber 3: cm in horizontaler Richtung TOn 
der Balkenmitte nach rechts entfernt und y cm oberhalb der neutralen 
Linie liegt, den Wert: 

(6) f--S>(iä'-f)'- 

Das Minuszeichen bedeutet, dafs das Material unterhalb El-' auf 
das Material über EF im umgekehrten Sinne wirkt, wie die Pfeil- 
spitzen bei EF ia Figur 48 angeben. 

Wir sehen, dafs (innerhalb desselben Querschnittes) bei y ~0, 
d. h. an den Punkten der neutralen Linie, die Seherspannung gröfser 
ist, als in ii^end einem anderen Punkte. Bei C ist die Scherspan- 
nung gleich Null. Von den verschiedenen Querschnitten des Balkens 
haben die EnägiterscJmiUe die gröiste Seherbeanspruchung. Noch 
mancherlei weitere Betrachtui^en lassen sich an das Kesultat der 
Gleichung (5) anknüpfen. So ist es z. E. eine iateressante Aufgabe, 
Richtung und Gröfse der Haupt Spannungen für jeden Punkt des 
Balkens zu bestimmen, d. h. der Spannungen in den drei zu einander 
senkrecht stehenden Querschnitten, in welchen nur Normals pannungen 
und keine Tangen tialspaimun gen auftreten. 
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Wir haben soeben einen Balken mit rechteckigem Querschnitt be- 
trachtet. Der Leser sollte auch mit anderen Querschnitten Übungen vor- 
nehmen, sobald er im Stande ist, den Ausdruck by in Gleichung (1) nach 
y zu integrieren, wenn b irgend eine Funktion von y ist. Er beachte, 

dafs / by-dy gleich dem Produkte aus dem Inhalt der Fläche EHCSE 

(Figur 47) und dem Abstände ihres Schwerpunktes von AA ist. 

Bei einem Querschnitt, der aus einem Steg und zwei Flanschen 
zusammengesetzt ist, werden wir finden, dafs f in den Flanschen nur 
klein ist, im Stege dagegen gröfser wird. Schon bei einem recht- 
eckigen Querschnitt nimmt der Wert /' von der neutralen Axe nach 
aufsen hin schnell ab; beim Flanschenträger aber müssen wii-, um f 
an den einzelnen Stellen zu erhalten, noch durch die Breite des 
Querschnittes dividieren; diese ist aber in den Gurten so grofs, dafs 
dort die Scherspannimg nur ganz gering werden kann. Von Bedeutung 
ist sie nur im Stege, und zwar variiert sie innerhalb des Steges nur 
wenig. Jedem Praktiker ist daher die Regel geläufig, bei Berechnung 
der Flanschen oder der Gurtung nur die Biegungespannung, bei Be- 
rechnung des Steges oder der Diagonalver strebung dagegen nur die 
Scherkraft zu ' berücksichtigen. 

Unsere Gleichungen zeigen uns ferner, dafs die Taiigentiaispannung 
nur da grofs ist, wo -^— oder vielmehr -3— (-;. j einen hohen Wert 
hat. Das wird uns nicht mehr üben-aschen; denn schon in Art. 66 
sahen wir, dafs .— = 8, der gesamten Scherkraft des betreffenden 
Querschnittes ist. 

In einem gleichmäfsig belasteten Balken ist , an den Enden 
am gröfsten; nach der Mitte zu wird es kleiner und kleiner, und 
wechselt dann sein Zeichen. Daher darf die Querverstrebnng eines 
nur mit seinem Eigengewicht belasteten Trägers in der Mitte wesent- 
lich schwächer sein, als an den Enden. 

Biegnngsarbeit. Wenn ein Biegungsmoment M an einem Balkenquer- 
Bchnitfe wirkt, so speichert sich in Jedem gezogenen Balkenatück eine poten- 
tielle Energie auf, -welche gleich, dem talben Produkte aus dem Biegungsmo- 
ment^ und dem Biegungawinkel ist. Ein Teil Ton der Länge ^x nimmt folglich 

die Biegungsarbeit \ — e^- ^^1 ™^i'^ -"^p r *^"^ Biegnngswinkel ist (eieie Ar- 
tikel 261 Daher ist die gesamte in eineio. Balten von dem Biegungsmümente 
Jlf geleistete Biegungsarheit : 



tf:J :r ■ 
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Ist f eine ScherspaiiBung, i 
inheit gleich 



i ihre Deform ationsarlicit pro Volumeii- 



(f) 



2JV' 



wenn N den Gleitmodul bezeichnet, d. h. de» (für ein bestimmtes Material 
konstanten) Quotieaten aus der Scherapanniuig und der Gleitimg. 

Dnrcn Smmnieren beider Ausdrücke erhalten wir den gesamten Betrag der 
Formändecungsarbeit für den Balken. 

Indem wir diese durch (ö) and (6) ausgedrückte potentielle Energie gleich 
dem Produkte aiw der Belastung und der halben von ihr erzeugten Senkimg 
setzen, erhalten wir interessante Beziehungen. So wollen wir z. B. den raft 
betraditen, dafs ein Balken von der Länge l und von rechteckigem Querschnitte 
an einem, Ende eingespannt, am anderen Ende mit W Kilogramm belastet sei. 
Im Abstände x vom freien Ende ist das Biegungsmoment M^Wx, die Biegnngs- 
arbeit für den ganzen Balken wird also gemitrs Gleichung (6): 



1 {'W^a^ 



WH'' 
HBJ' 



Der obige Ausdruck (3) ergiebt für die Scherspamiung den Wert: 

(9) f-l-liiii'-y'W. 

Die infolge der Scherspannung auftretende Eormänderungsarbeit in dem 
unendlich kleinen Teilchen b ■ dx • äy ist gemäfe (7); ö~7^ ~^^' ^^"^ 



Bodafs die von der Scherkraft geleistete Formändemiigsarbeit für 
Balken folgende ist: 



(11) 

geleistet. 



■ diesen Wert mit der S 



I Ende deü Balkens her- 



1 (S) und (10) gleicbsetzeE 



(12) 



SEJ + ^ ■ 



Nhd 



Der erste Teil dieses Ausdruckes, welcher von der Biegungsspannung her- 
rührt, ist derselbe, den wir schon in Artikel 60, Beispiel 1, für die Dnrchbie- 
gung gefunden haben. Der andere Teil dagegen, welcher von der Scher- 
spannung herrührt^ ist unseres Wissens früher noch nicht berechnet. Bezeichnen 
wir den von der Biegungsspannung erzeugten Anteil von ^ mit ^j , den von der 
Scherspannnng erzeugten mit n,, so erhalten wir; 



y Google 



s iingefiihr für jedes Material «utrifft; dann 



Für einen Balken von 10 cm Höhe und 8,65 cm Länge werden nim «, und s, 
gleich gro6; bei ( = 86,6ciij wird s, = lOOs,; beträgt die Länge dagegen nur 
0,866 cm, 30 ist die BiegnngBaentong nur der 100"* Teil der Schersenkung. 
WahrBcheinlieh verlieren aber unsere Biegnngsgeaetze für so kurze Balken ihre 
Gültigkeit. 

69. Geliogene Fedeni. Figur 49 zeigt die Mittellinie einer im 
Punkte A festgespannten Feder, welche bei B durch eine kleine Last 
' 1 Richtung 




beansprucht wird. Gesueht wird 
der Betrag, um welchen B unter 
dem Einflufs dieser Belastung nach- 
giebt. Die Last, und infolge dessen 
auch die Deformation, werden als 
sehr klein angenommen. Wir be- 
trachten das Federstück, welches 
durch die Querschnitte P und Q begremit ist. Wir setzen PQ = ^3, 
während die Länge der Feder zwischen B und P mit s bezeichnet 
werde. 

Das Biegungsmoment bei P ist gleich W ■ PM oder gleich Wx, 
wo X die Länge des von P auf die Richtung TOn W gefällten Lotes 
bedeutet; BB bezeichnen wir mit j/. Betrachten wir nun zunächst 
den Teil der Bewegung des Punktes B, welcher durch die Form- 
änderung des Stückes QP aUein hervorgerufen wird: zu dem Zwecke 
denken wir uns das ganze Stück AQ als vollkommen fest eingespannt 
und PB als starren Zeiger, dann ist die WinkeMnderung, welche der 
Querschnitt P infolge der Biegung erleidet, gleich iismai der Ände- 
rung der Ki-ümmung an dieser Stelle, d. h. gleich z/s ■ -p-j. oder gleich 

Darin bedeutet E wieder den Elastizitätsmodul und / das Träg- 
heitsmoment des Querschnittes. Die durch diese Formänderung von 
PQ hervorgerufene Lagenändei-ung von B ist genau dieselbe, als 
■wenn PB ein gerade Zeiger wäre. In der That macht der Zeiger 
PB diese Winkeländemng mit, und die Bewegung von B ist gleich 
dem Produkt aus diesem Winkel und dem geraden Abstand PB, oder 
gleich: 
(2) ^^.PB^ 
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Nun wollen wir feststellen., wieviel von dieser Bewegimg des 
Punktes _B in die Richtung der Erait W fällt. Diesen Betrag er- 
halten wir offenbar aus seiner gesamten Bewegung durch Multipli- 



B in der Richtung von W ist i 



In ähnlicher Weise crgiebt sich die Bewegung von B recht- 
winklig zur Richtung von W, nämlich: 

'■-^1 EJ 

Es ist immer leicht, die Integrale von (3) und (4) durch gra- 
phische Methoden ausfindig zu machen. Zu dem Zwecke teilen wir 
die gesamte Länge der Feder von B bis A in eine gröfsere Anzahl 
gleicher Teile, sodafs für alle der Wert ^s gleich grofs ist. Wenn 
nun s die gesamte Länge der Feder ist, so haben wir offenbar mir 
*,,- mit dem Mittelwert von ~ resp. -5 zu multiplizieren. 

Von einer richtig gebauten Feder verlangt man, dafs sie bei der 
Beanspruchung an jedem Punkte dem Brechen gleich nahe ist. Es 
sei h die Breite eines Blattes rechtwinklig zur Papierebene und t 
seine Dicke, sodafs das Trägheitsmoment ■T^:^if wird; dann mufs 
also -^i—f- = f ein konstanter Wert sein und die Ausdrücke (5) und 
(4) gehen über in: 

J__ ^_Tuld-^-^.. 

Hat nun, wie es meistens der Fall ist, das Federblatt gleich- 
mäfsige Stärke, während sich nur seine Breite proportional mit x 
ändei-t, so lauten die Ausdrücke (3) und (4) so: 



f mit X und y die zum Schwerpunkt der Kurve 
gehörigen Werte von x und y (siehe Artikel 48), so wird: 



Et 
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Aufgaben über die Krünminiig der Eurven. 



Verschiebung des Punktes JS parallel mit W^ nnd: 
2_f..y 
Et 
die Ges am tver Schiebung rechtwinklig zu W. 

70. Übungsauf gaben. Das KTflmmungsmars oder die Krümmung 
einer Kurve ist gegeben durch: 
iVy 
1 _ ^ ^. (yergl. Artikel 224\ 

[' + ©T 

Ist uns mm die Gleichung der Kurve gegeben, so können wir 
aus derselben -,- und -,-v ermitteln und damit den Wert — be- 
stimmen; r selber bedeutet den Radius des Krümmur^ekreises. Es 
handelt sich hier nur um eine Übungsaufgabe, bei der wir die 
Formel für die Krümmung benutzen wollen, obwohl wir diese Formel 
erst später beweisen werden. 

1) Man bestimme die Ki-ümmuug der Parabel ;/ = ax^ im Punkte 
a; = 0, y = 0. 

2) Die Biegimgelinie eines Balkens, welcher gleichförmig be- 
lastet und an den Enden unterstützt ist, lautet: 

(vergl. Artikel 60), wobei die Abscissenwerte von der Mitte des 
Balkens aus gemessen sind; l ist die gesamte Länge des Balkens, 
w die Belastung pro cm Länge; E ist der Elastizitätsmodul des Ma- 
terials, und J das Trägheitsmoment des Querschnittes. Man nehme 
beispielsweise: l = 300 cm, tv ^ ö ^, £=120000 -^ (Holz), 
J = 5625 cm* (— --s — ) ? und auche die Krümmung im Punkte a: = 0. 
Mau überzeuge sich, dals in diesem Falle (-j^j im Vergleich mit 1 
vernachlässigt werden kann, und dafs also in der That die Krümmung 
durch den Quotienten - ^ ausreichend genau angegeben wird. Man 
zeigCj dafs die Krümmung des oben beti-achteten Balkens 

ist, und dafs dieser Wert in der Mitte des Balkens am gröfsten wird. 
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3) Man suche die Krümmimg der KurTe y = alogx + hx + c 
in dem Punkte a; ^^ x^. 

71. Druck einer Flüssigkeit auf die Wandungen des Oeföfses. 

Aufgabe 1. Es ist zu beweisen, dafa bei einem iionsftmten 
Flüseigkeitadrucke von p kg pro qm der resultierende Gesamtdntck 
auf eine ebeue Mäche von A qm gleich Ap kg ist und dmch den 
SAtcerpunkt der Fläche geht. 

Aufgabe 2. Der hydrostatische Druck in einer Tiefe von Ä 
Metern unter dem Flüssigkeitsspiegel beträgt «y*- h -£ , wobei w das 
Gewicht eines Kubikmeters der Flüssigkeit bedeutet. Gesucht sei der 
gesamte von der Flüssigkeit her- 
rührende Druck auf irgend eine j^;; — -^ — —^ 

ebene Wandfläehe. '~\, i 

Die Linie BE (Fig. 50) stelle 
die Oberfläche dar, von welcher 
ans die Tiefe h gemessen wird, 
und in welcher der Druck gleich 
ist. BC ist ein Schnitt der 
Wandfläehe. Dieselbe liege senk- 
recht zur Papierebeue, ao^fe ilire 

Ebene den Wasserspiegel DO m lig. so. 

der Linie i> schneidet; der Winkel 

ODE werde mit a bezeichnet. Der Abstand DE heifae x, sodafs 
wir folgerichtig DQ mit x + ^x bezeichnen müssen. Die Breite der 
Fläche bei P, rechtwinklig zur Papierebene, sei z Meter. 

Auf den Flächenatreifen a ■ ^x wird dann ein Gesamtdruck von 
sJx ■ w -h kg kommen, wenn h die Länge des Lotes EH, i. h. die 
Tiefe des Punktes E (in Metern) bedeutet. Nun ist 'h=^xsbxa, sodafs 
wir den Druck auf das Flächeneleraent auch in folgender Form schreiben 
liönneni 

'tu • Ä ■ sin K ■ S ■ ^X. 

Der Druck auf die ganze Fläche ergiebt sieh dann in kg ge- 
messen zu: 



(1) ^' =»..,.../. 



Nun haben wir noch, den Angriffspunkt dieses Gesamtdruckes zu 
sncben: seine Entfernung von D werde mit X bezeichnet. Wir 
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stellen die Moment engl eichung für D als Drelikante auf und er- 
liEdten : 



«/- 



■ ]_"■ 



Nun beachten wir, dafs / x ■ z ■ dx = Ax ist, wenn x den 



Abstand des Schwerpunktes der betrachteten Eläche von D bezeichnet 
und A der Inhalt jener Flache ist. Diese Beziehung ergiebfc sieh 
aus der Definition des Schwerpunktes in Art. 45. Wenden wir sie 
auf Grleichnng (1) an, so erhalten wir das Gesetz, dafs der mittlere 
Druck auf der ganzen Fläche gleich dem Druck iiu Schwerpunkt 
der Fläche ist. 

Femer beachten wir, dafs der in Gleichung (2) enthaltene Aus- 



druck 



/ x^ ■ z ■ äx gleich J, dem Trägheitsmoment der Fläche 

Bezug auf die Axe D ist. Setzen wir J = }?A, worin li der Tr 
heitaradius der Fläche in Bezug auf D genannt wird, so sehen ^ 



F=wsuia-Ax, 


FX - 11. sin ■ Ae 


Daraus folgt dann: 




(3) X. 





oder in Worten: Die Ordinate des Angriffspunktes Jiiiden wir, indem 
wir das Trägheitsmoment der Fläche in Bezug auf die Linie T> divi- 
dieren durch das statische Moment in Bezug auf dieselbe Linie. 

Beispieh Es sei BIS^O und die Fläche ein Rechteck von 
der konstanten Breite h: dann ist 



/=6 / x^-dx^-^DC\ 
und 

A = j)- nc, 

5odafsF=-|I)C' wird. Ferner ist«; = |7)C, folglich X=|ÖC; 
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1. 11] 



Eotierende Flüssigkeit. 



d. h..: Die resultierende Kraft greift bei |- des Weges Z)(7 an und der 
mittlere Druck ist gleich dem Drucke bei der Hälfte des Weges. 

Zwischen diesen Resultaten und einem ganz anderen physika- 
lischen Gresetae iDestebt eine interessante Analogie, Bezeiclinen ■wir 
mmlieh bei einem physischen Pendel mit 7i; den Trägheitsradi ua, 
mit X den Abstand zwischen Schneide und Schwerpunkt und mit X 
seine Schwingungsläng^, so gilt auch hier die Gleichung (3). Unter 
Schwingungslänge verstehen wir dabei die Länge eines syiwhron 
schwingenden mathematischen Pendels. — Diese Analogie ist indessen 
nur als mathematisches Hilfsmittel für das Gredächtuis von Wert; 
denn aufser der Ähnüchkeit ihrer mathematischen Behandlung haben 
die beiden Probleme keine Beziehungen zu einander. 

73. Rotierende Flnssigkeit. Eine Flüssigkeitsmenge rotiere, 
gleichwie ein starrer Körper, um eine Axe 00 mit der Winkel- 
geschwindigkeit a; P sei ein Flüssig- 
keitsteilchen vom Gewichte -w Kilo- 
gramm; OP werde mit x bezeichnet. 
Die Centrifugalkraft ii^end einer Masse 
in kg ergiebt sieh durch Multiplikation 
der Masse mit dem Quadrat ihrer Winkel- 
geschwindigkeit und mit dem Bewegungs- 
radius. In diesem Falle ist die Masse 
gleich ■ — und die Ceutrifugalkraft folg- 
lich gleich — a^x. 

Es möge PP diesen Wert nach 
Richtung und Gröfse darstellen, wahrend PS das Gewicht des Teilchens 
im gleichen Mafsstabe bezeichne; dann ist die durch PT angedeutete 
resultierende Kraft leicht zu finden und ebenso der Winkel RPT, 
den PT mit der Horizontalen bildet. Es ist nämlich: 

tang JIPT= — -— = -J- ■ 




Wie man sieht, ist dieser Winkel vollständig i 
können deswegen unsere Resultate auch auf solche Gemische von 
Flüssigkeiten anwenden, deren einzelne Bestandteile verschiedenes spe- 
zifisches Gewicht besitzen. 

Es sei y die Höhe des Punktes P über einer gegebeneu horizon- 
talen Fläche Nun denken wir uns eine Kurve durch P gelegt, fü)- 
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c rotierenden PlüBsigkeit. 



[L72 



welche FT die Taageute in P ist; und zwar soll diese Kurve so 
laufen, dafs ihre Richtung (d. i. die Richtung ihrer Tangente) nicht 
nur in P, sondern an fflitem ihren Punkten mit der Richtung der 
resultierenden Kraft zusaranienfällt. Die „Steigung" dieser Kurve ist 



dann offenbar 



^1 - 



- — ^ , und ihre Ö-leichung wird somit: 
y = — , log X -\- <t 



(1) 

Der Wert der Konstanten ist bedingt durch die L^e der hori- 
zontalen F^che, Ton welcher y gemessen wird. Eine solche Kurve 
nennen wir eine Kraftlinie; ihre Richtung an irgend einer Stelle giebt 
die Richtung der an diesem 
Orte wirkenden Gesaratbraft 
an. Wir sehen, dafs es eine 
logarithmische Kurve ist. 

Kiveauflächen. Wir den- 
ken uns nuneine zweiteKurve, 
zu welcher FT in jedem 
Punkte F eine Normale bil- 
det. Die „Steigung" dieser 
Kurve ist offenbar positiv, 




nämlich 



äy _ 



X, sodafs 



ihre Gleichung lautet: 

(2) y = ~ x^ -\- constans ; 

dabei hängt die Konstante 
davon ab, von welcher Hori- 
zontalebene aus wir y messen. 
Die Kurve ist eine Parabel, 
und wenn wir sie um ihre 
Axe rotieren lassen, so er- 
halten wir ein Rotationepara- 
boloid. Eine Fläche, welche 
überall rechtwinkehg zur wir- 
kenden Kraft steht, nennen 
wir eine Nivecmßäehe; und 

wir sehen also, dafs die Kiveaufiächen im vorliegenden Falle Botations- 

paraboloide siud. 

Die Niveaufläeben werden auch zuweilen Fläch&n gleichen Foten- 

tials genannt. Es ist nämlich leicht zu beweisen, dafs der Druck 

auf einer solchen Niveaufiäcbe überall konstant ist und dafs es eine 
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Fläche gleiclier Diclitigkeit sein mufs. Haben wir z. B. ein GemiBeli 
TOn Quecksilber, Öl, Wasser und Luft in einem rotierenden Gefäl'se, 
so bQden die TrenntingsflUclien zwiscben den einzelnen Flüssigkeiten 
stets Rotationsparaboloide. 

Der Leser möge eine Kraftlinie konstruieren, und danach eine 
Schablone aus dünnem Blech ausschneiden, derart, dafs die Linie Oy 
eine Kante der Schablone bildet. Indem er diese Kante läi^s der 
Linie Oy gleiten läfst, kann er beliebig viele Kraftlinien zeichnen. 
Nun schneide er ebenso eine Schablone für die Parabel aus und 
zeichne damit eine Reihe Ton Niveaufiächen. Die zwei Kurvenscharen 
schneiden einander überall rechtwinkelig. Figur 52 zeigt das erhaltene 
Hesultat, wobei aa, hh, cc die logarithmischen KraftUnien und AA, 
BS, CC die parabolischen Niveaukurven sind. 

73. Allgemeine Bewegnng von Flüssigkeiten. Es sei AB ein 
Flüssigkeitsfaden innerhalb der senkrecht gedachten Papierebene; wir 
betrachten die Flüssigkeitsmasse zwischen den zwei Querschnitten P 
nnd Q, von der Länge z/s Meter in der Richtung der Bewegung 
und vom Querschnitte a qm, wobei wir a 
und z/s hernach unendlich klein werden 
lassen wollen. Der Druck im Punkte F 
betrage p kg pro qm, die Ges ob windigkeit 

V Meter pro Sekunde; die vertikale Höhe 
des Punktes P über einer angenommenen 
Nullebene sei AMeter. Bei Q mögen p~\-^p, 

V + z)v, h -j- z/Ä . die entsprechenden Werte 
sein, das spezifische Gewicht sei w (kg 
pro cbm). Gesucht werden die Kräfte, ^ 
welche auf die Masse PQ in der Richtung 

der Bewegung wirken, d. h. die Kräfte parallel zur Strorarichtung bei P Q 
Auf der einen Seite, bei P, wirkt die Kraft ap beschleunigend 
in der Richtung der Bewegung, wahrend auf der anderen Seite, bei 
Q, die Kraft a(p-\- Jp) kg verzögert. Das Gewicht des Teilchens 
zwischen P und Q isi a • z/s ■ w Kilogramm; da aber die Schwerkraft 
mit der Bewegungstichtung einen Winkel bildet, so ist ihre ver- 
zögernde Komponente wie bei einer schiefen Ebene nur: 

^ ... Höhe der Ebene . ^Jft 

Gewicht - Y-- — ■■ -; ■ -T^v — = a ■ Z3S ■ w ■ -T-- 

Lange der Ebeae z/s 

Folglieh haben wir insgesamt als beschleunigende Kraft in der 

Richtung von P nach Q: 

pn — (p-{- z/yj) a — azls ■ w ■ —- ■ 
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Nun ist die Masse des betrachteten Teilchens, und -r. 

g ' ät 

seine Beschleimigung, Wir setzen die treibende Kraft gleich Masse 

mal Beschleunigung, d. h. gleich ■ und erhalten so, indem 

wir noch durch a diTidieren, die Gleichung: 



Nun bezeichne zit die Zeit, welche das Teilchen für den Weg 
von P nach Q gebraucht; dann ist " = ,, niit um so gröfserer Ge- 
nauigkeit, je kleiner z}s genommen wird; ebenso wird der Wert ■^■ 
dann immer mehr und mehr mit der Beschleunigung -j- zusammen- 
fallen. (Diese Folgerung sieh gründlich klar zu machen, ist für die 
weiteren Schlüsse wichtiger, als man nach dem ersten Anschein 
glauben möchte.) 

Ist nun z/s sehr klein geworden, so wird 

. du z/s . , 

* ■ rfi °" z/s ' 

sodafs wir die Gleichung erhalten: 

(1) zJp + w- ^h+ - V- zJv = 0. 

WoUen wir noch besonders hervorheben, dal's diese Gleichung 
um so genauer richtig ist, je kleiner zls wird, so können wir sie 
auch in folgender Form schreiben: 

(2) ^ + dli.+ ''■■dv = 
oder nach Ausführung der Integration: 

(2^) h 4- ö"~" + / " . eoiistans. 

Wir lassen das Integrationszeichen vor dem Quotienten -- stehen, 
weil w veränderlich sein kann. Bei eiuer Flüssigkeit, deren spezi- 
fisches Gewicht konstant ist, vereinfacht sich indessen die Gleichung 
folgen dermafsen : 

(3) '' "1" 2 ^ eonstans. 
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Diese Gleichimgen lassen sieli in allen Fällen anwenden, in denen 
die Viskosität der Flüssigkeit vernachlässigt werden kann, und bilden 
für jeden Waaserbaningenieur eine wichtige Grundlage vieler Berech- 
nungen. 

74:. Bewegung eines Gases. Bei einem Gase ist, wie wir wissen, 
das spezifiaclie Gewicht lo proportional dem Drucke p, wenn die 
Temperatur konstant gehalten werden kann; für die adiabatische Zu- 
standsänderung haben wir dagegen das Gesetz: w ist proportional 

j)'', worin y den wohlbekannten Quotienten der beiden spezifischen 
Wärmen bezeichnet. In beiden Fällen ist es leicht, den Wert / -~ 
ausznmitteln und also das Bewegun^gesetz niederzuschreiben. 

So ist z, B. im Falle der adiabatiaehen Üewegring: w ^ c x' ^ > ^^^ Inte- 
gral voß — wird daher: 

rdp 1 /' -7 . 1 y i-J; 

und fülj^licli haben wir, wenn wir noch s für — einsetzen; 

[4; ''4-5 1 p* = constane. 



b nutzen Us ße 1 1 w llen d e Ausströmung e es aa 1 n m Gü- 

tUfse \ etrichten ist / de Dru k und das Gew ht von 1 I u a nner- 
halb des GöfäUos »n denjenigen SteUen an welchen kerne merkbare Bewegung 
stattfindet und her seht aulse halb der Mündung de D -u k j so wird die 

Konstant^" d fl ) ifenl a gle li 0-| — —in folgl h crilt für de lulaere Mün- 

d nj, de 4us t öniu a olfnung d e (. 1 hung 

< '-ifta-n 

Nun Ißt 1. ^ u.p '■ und sonnt können wir leicht die mannigfaitigaten 
Bereohmmgen fller die Menge des pro ''ekunde anafliefsenden Gmcb anstellen. 

Ist der Druck p nur wenig kleiner als p„ so können wir die Uälierimga- 
fnrmel (1 -|- a " = (,1 -f- an) anwenden Tvckhe für kleine Werte von a gilt; 
dann finden «ir 

(6) ''' = 5^(P<,-P). 
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ein einfaches Geael^ deaaen man sich mit Nutzen bei der Beieehniing von 
Ventilatoren und Winimuhlen bedienen kann Bei einer AMionstutbine ist diP 
Geaehwindigkeit des Radkränze'- gificli deqenigen Fallgeschwindigkeit welche 
dem halben nutzbaren Diuck entspricht ebenso entapn(,hfc hfl einem Windrad 
Tienu es sich nicht um grofse Druekuntersehiede handelt die Geschn mdigkeit 
des Badkianzes der halben Dmckdifferenz 

Ut z B der Druck an der Zuflursaeite einei Lufttiu-bine p^ -= 301)00 kg 
pro qm und derjenige an der Äbflnfaqeite p = 29300 kg pio im und setzen v. ir 
das spezifisi-he Gewicht (i^ dpr Lnft bei ifiesem Drucke gleich S tj k;; jro 1dm 
so wird die ürofangageBchwindigkeit der Ventilat otflugel 



-i/2g SOüOO — 31200 



4lj 7 Metei pro Sekui de 



Kehren wii nun noch Pinmal 7U dei (ileiL.hung (6j 7utuek: Wit vernach 
lässigen die Reibung und nehmen an dafs die austretende Luft ao zu der Oft 
nung vom Querschnitte A rjm hingeleitet weide dals ihre einaeinen Fäden 
■jaiotheh parallel au einander fliefaen Ea aei Q das pro Sekunde austretende 
Volumen Dann wt Q ^ i A und wenn der Druck an dei Austrittastelle gleicli 
j) „esetat wild so i^t daa m der Sekunde itustrelende Luftgewicht 

IT — i ) ( 
cder, la i = i j ' und ( „ — i u' iit, ^ 

Setzen wir nun nooü den Wert für v aus Gleichung (5) ein und bezeichnen 
den Quotienten -- mit a, so erhalten wir: 



,^1 'Vi«__r 

^ r y — » 



\ i } I U d j Ulfe ^V rt t 3 


d d D k 1 h 11 


G t I tund w d für 1 t 1 


m b Inn in k 


G 7( d k dh h trete d Lnft 


m M lumnm witd 


E tkl dlBw wifj m klm 


und kl w d 1 


Gh dgktd trtdLuft h 


mhr dmhi gdirt d 


ÖhrVlm Abe hhWt 


^ b 1 tet m ht tw d g 


m gr fe f A(sm ng ] t t h d )t 


h d rum ip mögb hst 


f Wrt W rz 1 D F g 
trtt fallt ua mm mt d F wl 1 


wann d M am m T K 


■R t Gl h (7) 



zu einem Maximum werden läfst. Wir difieren zieren also n^vcli a und setzen 
den Dilferentiaiciuotienten gleich 0: 
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Wir dividieren nun beiderseits durch (i 



p=pA-. 



So ist z. B, fuj- Luft 7 = 111 und wir erhalten alao p = Ü,527^„, d. h. : 
die sekundlicb. aus dem Getafse aastietende Uewichtamenge Luft wild am 
gröfaten, wenn der Aufaendruck leichlicli halb so grola »le dei Innendruck ist. 

Aufgabe. Es werde ip immer mehr und mehr veinngert lind schliefalich 
verschwindend klein; wie ändeit sich dinn i? Intwort 



»=y; 



l£7- h. . 



Diese Geecliwjndigkeit iat gröfser ala die des Schailea; diis \"erhültnis 
beider beti-ägt nämlich 1/ -, und also für Luft: 2,21. 

Die höciwte erreichbare Geackwindigkeit, welche bei Ausströmen der Luft 
ineinYacuTun eintritt, beträgt demnach 2,21 .X/gy.^.--^^ 3^21 , 331,7 l/— 

= '33 1/^^ Meter pro Sekunde. Darin bezeichnet T die absolute Temperatur 

innerhalb des GefäJses. 

Ziu: Übung empfehlen wir, in ähnlicher Weise nun auch die Geschwindig- 
keit bei Austritt der Lnft in die freie Atmosphäre za berechnen. Bei diesen 
Berechnungen haben wir angenommen, dafs in den Gleichungen (3) und (4) der , 
Wert h, als unwesentlich, Ternachläasi^ werden könne. Bei vielen Problemen 
über die Bewegung von Gasen, wie aie dem praktischen Ingenieur begegnen, 
trifft daa zu; bei manchen physikalischen Beiechnungen mufs jedoch die Niveau- 
ändemng in Betracht gezogen werden. Auf derartige Aufgaben werden wir im 
Kapitel II zurückkommen, 

75. Üliimgsbeispiele. Wir könnten liier eine grofse Anzahl in- 
teressanter Aufgaben über die Anwendung der Grleichnng (2) ein- 
fügen. Sie setzt uns in den Sttuid, den Ausflufs von Flüssigkeiten 
aus Öffnungen zu berechnen, erklärt uns die Wirkungsweise von 
Strahlpumpen, die Anziehung leichter Körper durch die schwirrenden. 
Zinken einer Stimmgabel; sie zeigt uns, weshalb manche Tentüe in 
Wahrheit stärker gegen ihren Sitz gesaugt werden, anstatt durch 
den austretenden Flttssigkeitsstrom abgedrückt zu werden, und erklärt 
uns manche andere Ei^cheinungen, welche uns auf den ersten Blick 
in grofses Erstaunen zu setzen pflegen. 

Beispiel 1. In einem flachen, runden Gefäfse befinde sich 
Wasser, dessen einzelne Teilchen mit sehr geringer Geschwindigkeit 
einem Loche in der Mitte des Bodens zufliefsen. Die Wasserteilchen 
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mögen sich in einer nahezu kreisförmigen Bewegung befinden, und 
zwar sei die Geschwindigkeit v derselben überall umgekehrt propor- 
tional dem jeweiligen Abstände von der Mitte. Wir setzen " = - , 
wobei a ii^end eine Konstante und x der Radius der kreisförmigen 
Bahn, d. h. der Abstand von der Äxe ist. Dann lautet die Grleichui^ (3) 
(Art. 73) folgendermafsen; 

Nun ist an der Oberfläche des Wassers p konstaat, da hier der 
atmosphärische Druck herrscht, sodafs dort gilt: 

h = c — T — i ■ 

Diese Gleichung giebt uns die Gestalt der gekrümmten Wasser- 
oberfläche. Nehmen wir für c und a irgend welche spezielle Werte 
an, so ist es ein leichtes, h für jeden beliebigen Wert von X zu be- 
rechnen und danach die Kurve zu zeichnen. Durch Drehung dieser 
Kurve um die Axe erhalten wir eine Rotationsfläche, welche die 
Wasseroberfläche darstellt. 

Beispiel 2. Das Wasser fliefse in einer horizontalen Ebene 
spiralförmig nach dem Geseta: t* ^ , wobei x den Abstand von 
einem festen Zentralpunkte bezeichnet. Es soll bewiesen werden, dafs 
dann die folgende Gleichung besteht: 

Zu dem Zwecke untersuchen wir zunächst, wie sich p und v in 
der Richtung rechtwinklig zu den Stromfäden ändern. Wir brauchen 
nur die Gleichgewi ehtsbe dingung für- ein kleines Teilchen der Flüssig- 
keit, PQ (Figur 53, pg. 145) zu betrachten, auf welches in der Rich- 
tung senki-echt zur Bewegung der Druck p, die Zentrifugalkraft und 
sein Eigengewicht einwirken. 

Bezeichnen wir noch mit -r^ die Änderung von p in der Rich- 
tung des Krümmungsradius und gerechnet vom Krümmungsmittel- 
punkt aus, und bezeichnen wir den -^ QJfli in Figur 53 durch «, so 
erhalten wir bei einer Bewegung der Wasserfäden in vertikaler Ebene 
die Gleichung: 

,-. dp w v' 
(.1 ) . -r- = — w sm K. 
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Bei Bewegung in horizontaler Ebene fallt das letzte Glied fort, 
sodafs wir erhalten; 

^ / dr g r 

Aus dieser Gleichung folgt die Eichtigkeit der vorhin aufge- 
stellten Behauptung ohne weiteres. 

Beispiel 3. Samtliche Bewegungskurven seien Ki-eise innerhalb 
einer horizontalen, Ebene, sodafs also li konstant ist. Für « = — , 
worin h eine Konstante ist', wird:; — =^ ; und folslich: 

CA) V ~ — ^ s + constaiis. 

Wir sehen also, dafs der Spannungsabfall von innen nach aufsen 
genau derselbe ist wie bei dem vorigen Beispiel. Man beweise, dafs 
dieses Gesetz ii = 7 in Wirklichkeit zutreffen mufs, wenn die Be- 
wegung der Flüssigkeit wirbelfrei, d. h. ohne „Quirl" erfolgt (siehe 
Beispiel 5). 

Beispiel 4. Die Flüssigkeit rotiere uin eine Axe, als wenn sie 
ein staiTer Körper wäre, sodafs v = br ist; dann ist: 

Diese Gleichung zeigt uns die Zimahme des Druckes innerhalb 
des Schaufelrades einer Zentrifugalpumpe, die bei geschlossenen Ein- 
und Auslafsventilen läuft, aber mit Wasser gefüllt ist. 

Aufgabe. Der Druck auf der Innenseite des Flügelrades einer 
Zentrifugalpompe betrage 10300 — ; der innere Radius sei 0,15 m, 
der äufsere Radius 0,3 m; die Winkelgeschwindigkeit des Rades sei 
Zi = 30 (e. g. s). Man berechne und zeichne nun eine Kurve, welche 
die Beziehung zwischen p und )■ von der Innenseite des Rades bis 
zur Aufsenseite für den Fall angiebt, dafs die Pumpe nur sehr wenig 
Wasser liefert. Die Saugöffnung der Pumpe soU dabei frei, die Druck- 
öfihung fast vollständig geschlossen sein. 

Jetzt gebe man die Dmckoffnung frei; dann verläfst das Wasser 
das Rad auf spiralförmigen Linien, sodafs die Geschwindigkeit überall 
umgekehrt proportional r ist. Auch für thesen Fall möge man die 
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Eiarve zeichnen, welche das Gesetz für p im Druckraiim als Funktion 
von r angiebt. 

Beispiel 5. Den Ausdruck 

li+iy + A-E, 

welcher nach der SchlufaformeJ von Äi-t. 73 längs jedes einzelnen 
Stromfadens konstant bleibt, sobald der Beharrungszustand eingetreten 
ist, wollen wir als die Gesamtenergie eines kg Wassers in dem be- 
treffenden Stromfaden bezeichnen. 
Nnn ist 

dS 1 (iü , 1 (ip , dh 



Daravis wird aber durch Anwendung von Gleichung ( 1) : 

dr '~ g ' ^[r + dr) ' 

Den Äusdi-uck ~l )- j-\ nennen wir die mittlere Winkel- 
geschwindigkeit (engl, „epin") oder den halben „Quirl" der Flüssigkeit. 
Demnach ist also: 



dr 



= " . Quirl. 



Aus einem grc)fsen Gefäfse möge durch eine kleine Öffnung 
Wasser ausfllefsen. Dürfen wir nun annehmen, dafh in einiger Ent- 
fernung von der Öffnung sich die Flüssigkeit (nahezu) in Ruhe be- 
findet, so hat offenbar E in allen Stromfaden den gleichen Wert. 
-T7 ist dann gleich 0, und ein Quirl ist also mrgends vorbanden. 

Bei dem Ausfliefsen des Wassers aus dei Ofinung wollen wir 
nun annehmen, dafs es einen Querschnitt giebt, in dem die Bewegung 
überall senkrecht zur Schnittfläche erfolgt und in dem der Druck 
überall gleich grofs ist. In diesem Falle können wir die Ausflufs- 
menge berechnen. Wir müssen allerdings gestehen, dafs dies will- 
kürliche Voraus setaui^en sind, die dem wirklichen Vorgange keines- 
weges immer entsprechen; indessen, so unsicher die Annahmen auch 
sein mögen, so haben wir doch kein Bedenken, sie hier zu benutzen, 
wo es sich lediglich um Integrationsübungen handelt, — 

Auf der ruhigen Wasseroberfläche möge also atmosphärischer 
Druck herrschen; femer sei v die Geschwindigkeit in der Tiefe h 
und a ein Fläehenelement des Austritts quer Schnittes. Dann ist die 
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pro Sekunde aush-eteiide Wassermeiige; Q = i:ay2gh; die Summ ation 
ist über die ganze Queracimittsfläche auszudelmen, wenn wir die ge- 
samte Waasermenge erhalten wollen, 

Z. B. sei der Querschnitt der Öffnung eine vertikale Ebene und 
habe in der Tiefe h eine horizontale Breite ä ; dann iiiefat durch die 
Fläche s ■ z/h das Wasser mit einer Geschwindigkeit Y^ffh , sodafs 
y2ffh-s^h das durch die betrachtete Fläche' pro Sekunde ausfliersende 
W asser quantnm ist. Nun sei h^ die Tiefe des höchsten und h^ die 
des tiefsten Punktes der Mündung; dann ist die gesamte pro Sekunde 
ausihefeende Wassennenge: 

Q ^yrgßjt^ ■ dh. 

Beispiel 6. Der Querschnitt der Öffnung sei ein Rechteck von 
einer horizontalen Breite b. Dann ist: 

Q^y2^bflr ■ äh = py2^[}fjl]^ ^hy2!f{hl- lifj. 

Beispiel 7. Die Ausflufsöfluung sei ein Dreieck mit horizontaler 
Basis h. Die letztere liege h^ Meter, die Spitze h^ Meter unterhalb 



Hier gilt innerhalb der Integration s grenzen: 
.nd daraus folgt dann: 



Setzen wir noch fttr den Quotienten ' den Buchstaben r ein, 
so erhalten wir; 

Wenn der Leser sich erst die Integrationsmethoden des dritten 
Kapitels angeeignet hat, so kann er in derselben Weise die theore- 
tische Ausflufsmenge durch kreisförmige, elliptische und andere Quer- 
schnitte bestimmen. 

Wir kehren nun zum rechteckigen Querschnitt zurück und nehmen 
den Fall an, dals h^ = wird (Überfall); genau genommen ist er 
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zwar pi-aktjacli nicht möglich, aber als mathematische 1 _ 

können wir ihn hier zulassen. In diesem Falle ist Q = ^l)y2gh^. 

Wir nehmen weiter an, dafs die rechteckige AusflufsÖffttung 
durch eine Kerbe in der Wandung mit sorgfältig zugesehäi-ften Kanten 
gebildet wird. Die wirklich austretende Wasaermenge ist dann nur 
ein Bruchteil der eben berechneten Menge Q. Um dieser Thatsache 
Ausdruck zu geben, führen wir den sogenannten Kontraktiouskoeffi- 
zienteii c ein und erhalten für den fragliehen fall: 

Das ist die sogenannte Theorie für den Ausfiufs durch einen 
rechteckigen scharfkantigen Überfall. Eine wirkliche Theoiie wurde 
von Prof. James Thomson aufgebaut auf seinem Gesetze über das 
Strömen durch geometrisch ähnliche Offliungen, Dies ist eines der 
wenigen Gesetze, welche der Ingenieur brauchen kann. Leider müssen 
wir gestehen, dafs fast bei allen mathematischen Gesetzen, welche über 
hydraulische Probleme aufgestellt sind, das theoretisch Abgeleitete 
mit dei- Wirklichkeit nur durch Einführung von Erfahrungskoeffi- 
zienten in Einklang zu bringen ist. 

76. Die elektromagnetischen Grundgesetze. 

Zwei Fundamentalgesetze beherrschen die gesamte Elektrizitäts- 
lehre. Dieselben betreffen den elektrischen Stromkreis und die magne- 
tischen Kraftlinien. Beide bilden stets in sich geschlossene Kurven, 
die mit einander wie die Glieder einer Kette verschlungen sind. 

I. Das erste der beiden Gesetze lautet: Das Linienintegral der 
von einem elektrischen Strome erzeugten magnetischen Kraft längs 
irgend einer geschlossenen Kurve*) ist gleich der StromstiErke, multi- 
pliziert mit Atc, wenn der Strom in sogenannten c.g.s.- Einheiten aus- 
gedrückt wird, oder multipliziert mit —, wenn der Strom in der 
gewöhnlichen Einheit, in Ampere, gemessen wird. 

II, Das zweite Gesetz heifst: Das Linien integral der elektro- 
motorischen Kraft längs einer geschlossenen Kurve**) ist gleich dem 
magnetischen „Flusse", d. i. gleich der zeitlichen Geschwindigkeit, 
mit der sieh die Zahl der umschlossenen Kraftlinien ändert. Ist die 
magnetische Induktion in absoluten (c.g.s.) -Einheiten gegeben, so 

*) Ein solches Linien integral wird in Eiigla.iid zu Ehren von Gfaafs als 
tjfe" bezeichnet, 
**) Dieses Liiiienintegral benennt man in England zn Ehren von V'olta 
Voltage". 
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erhalten wii' auch die Spannung in c, g. s.-Einheiten ; wird 

die Induktion in Weber*) gemessen, so erhalten wir die Spannung 

in Volt. 

Wir müssen uns jetzt daran erinnern, dafs eine elektromotorische 
Kraft in eiiieni niclit leitenden Jledinm dielektrische Polarisation er- 
zeugt. Ändert sich nun die) elektromotorische Kraft mit der Zeit, 
so entsteht dadurch auch eine Änderung der Polarisation und damit 
ein „Verscliiebwngssirom" , welcher der zeitlichen Anderungsgesch win- 
digkeit der elektrischen Kraft proportional ist. Diese Verschiebungs- 
ströme haben dieselben magnetischen Eigenschaften wie Ströme in 
Leitern, und wir können daher hier mit ihnen genau so wie mit 
Leiter strömen rechnen. 

Fassen wir immer nur ein sehr kleines Plächenatüekchen ins 
Ange, so bezeichnen wir die zeitliche Änderungsgeschwindigkeit der 
dielektrischen bez. der magnetischen Kiaft als die „Schwelhtng" der- 
selben. Das einzelne der oben genannten Linienintegrale bezeichnen 
wir in diesem Falle als ,^Qtmi".**) 

Lassen wir den schleppenden Faktor 4n; bez. -- - fort, so er- 
halten wir für die beiden Gfmndgeaetze der Elektrizitätslehre in Bezug 
auf ein nichtleitendes Medinm die folgende kurze Fassung: 

„Die Schwellung der elektpischen Kraft ist gleich dein Qnirl 
der magHctisclien." 

„Die SchweUnng der maguetischen Kraft ist gleich dem negativ 
genommenen Qnirl der elektrischen." 

Lidem wir diese beiden Sätze in mathematischer Formelsprache 
niederschreiben, erhalten wir die beiden Fundamentalgleichungen der 
Maxwellschen Theorie***). 

Der Elekrotechniker benutzt beide Gesetze fortwährend. Wir 
wollen uns die Anwendung des aweiten Gesetzes für später aufsparen 

"■) Für die Geaamtzahl der durch, eine Pläolie tretenden Kraftiinien hat 
mau in Dentechland keine besonders henannte Einheit. In England benutzt 
man dem. deutschen Phyfliker zu Ehren die Einheit „TTeöw"; und zwax ist 
1 Weber gleich 10' c.g.s.-Einheiten, d. i. gleich 10* Ktaftlinien. 

**) Wir Bind hier der Terminologie gefolgt, welche H. Ebert in seinem 
Buche „Die Thewie des ^ektromagnetiswus" (Handbnch der Elektrotechnik von 
C. Heinke, 1. Bd., 3. Abteil., Leipzig, Hirzel, 1900) nach dem Votgange von 
Wiechert benutzt. Die englische, von Maxwell eingeführte, auch in Deutscli- 
land vielfach gebrauchte Benennung för „Qnirl" ist „owl". Aufserdem finden 
sieh die Bezeichnnngen rot. (rotation) und vort. (vortesj. 

***) Eine auHmhrliche , sehr klare Darlegung dieser Verhältnisae findet 
flieh in dem eben genannten Buche von Ebert. Dafs das Minusaeichen dort bei 
dem ersien Gesetze erscheint, liegt an der Wahl eines anderen (rechts wendigen) 
Eo ordinatensy stems . 
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und hier nur ein leicMes Beispiel für die Benutzung des ersten 
folgen lassen. 

Magnetisches Feld eines geraden Leiters. Ein gerader Drahfc 
mit kreisförmigem QuerBcknitt vom Durchmeser 2a cm führe einen 
Strom von der absoluten Stärke C (oder Ä Amp.; sodafs C'^v.j ist). 

Ist II die magnetisclie Feldstärke in einem Abstände r cm von 
der Mittellinie des Drahtes, so ist M-'ixr ihr Linienintegral längs 
dea Kreises vom Radius r, da II offenbar aus Gründen der Symmetrie 
auf dem ganzen Kreise gleich grofs sein mufs. Baraus folgt aber, 
weil ja das Linienintegral nach unserem Gesetze gleich 45rC ist: 

n— ^' ~ ^ — A A 
~ 2jir ~ r r lO' 

Um U für einen Punkt innerhalb des Drahtes zu bestimmen, 

müssen wir beachten, dafa jetzt der Kreis vom Radius r nur einen 

Strom von der Stärke -, C einschliefst. Innerhalb des Drahtes, in 

einem Abstände r von der Äxe, ist daher: 

Es sei BC ein Querschnitt des Drahtes vom Durchmesser 2a, 
und OD eine durch die Drahtaxe gelegte Ebene (cf. Figur 54). 
Ferner woUen wir ÖP mit r und OQ B 

mit r -\- z/j- bezeichnen. Dann hat f^\ ^ {? ^ l^\ 

der Pläehensteeifen ~PQ, welcher ^cm --y \^^ '^^ 

Länge rechtwinklig zur Papierebene 
und z/r cm Breite, also eine Fläche 

von l ■ Ar qcm besitzt, eine Induktion von H Kraftlinien pro qcm. 
(Wir nehmen die Permeabilität des Mediums gleich 1 an; ist dagegen 
^ die magnetische Permeabilität des Stoffes, so wird die Induktion 
ß = jiif Kraftlinien pro qcm.) S.- 1 ■ Ar ist also die Gesamtzahl der 
Kraftlinien auf dem ganzen in Frage kommenden Fiächenstreifen. 

Haben wir zwei parallele Drähte, welche entgegengesetzt gerichtete 
Ströme führen, und ist OD die durch die Axen beider Drähte ge- 
legte Ebene (cf Figur 54), so addieren sich die von den beiden 
Strömen herrührenden Felder zu einander. Ist 0' die Mittellinie des 
anderen Drahtes, so ist die gesamte Feldstärke Jf im Punkte P gleich: 



äCfoV+o-p)- 
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77. Selbstinduktion von zwei parallelen Drähten. Der Durch- 
messer eines jeden Drahtes aei 2«, und der Abstand zwischen ihren 
Mittellinien betrage i em. Die Länge eines jeden Drahtes ä'ei l cm 
und werde begrenzt durch dieselben zwei Ebenen, welche beide recht- 
wiokelig zu den Drähten stehen. Wir nehmen an, dofs beide Drähte 
Teile von zwei nnendlieh langen Drähten sind, damit wir die Schwierig- 
keiten aufser Acht lassen können, welche die Beriicksichtigung der 
nicht mehr parallelen SchluTsstücke des Stromkreises mit sich bringt. 

Die gesamte Induktion von Axe zu Ase setzt sich aus zwei ein- 
zelnen Reträgen ausammen: 41 j --;-' ist der Betrag von der Aufaen- 

Seite eines jeden Drahtes bis zur Axe des anderen, und 41 I — rs— der- 
jenige von der Axe eines jeden Drahtes bis zu seiner eigenen Ober- 
fläche. Nach Berechnung der Integrale erhalten wir: 

2ICJ21„gl + lj=\'„^|21ogA+l) 

als die gesamte Induktion in absoluten Einheiten. 

Lassen wir nun die Stromstärke = 1 werden, so ist die ent- 
stehende gesamte Kraftlinienzahl gleichbedeutend mit L, dem Selbst- 
induktionskoeffizienten der Schleife. Dann erhalten wir also als Selbst- 
induktion pro Längeneinheit: 

-r- = 2 I Sog -i- -4- 1 j in c.g.s, -Einheiten 
oder 

Henries*) pro cm Länge der beiden Drähte. 

78. Funktionen von zwei unabhängigen veränderlichen Grüfsen. 

Bislang haben wir nur erst Funktionen einer einzigen Variabelen, die 
wir für gewöhnlich x nannten, untersucht. Will man irgend ein 
Naturgesetz in Erfahrui^ bringen, so bestrebt man sich, zunächst 

*) Man beachte, dafa ein Henry gleicli 10" absoluten Einheiten der Selbst- 
induktion ist, und dafa unsere in der Äaxis gebräuchliche Einheit für die Kraft- 
linienEahl („Weber" genannt) daa 10*fache der absoluten Induktionseinheit ist. 
Die Beziehung dieser Gröfsen sni den übrigen uns bekannten Einheiten ist dem- 
nach durch die folgenden beiden Formeln gegeben : 
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labhängigen Variabeleii. 



nur eine der bestimmcmJen Gröfsen zu einer Veränderlichen zu 
machen. So beginnt man bei der Untersnehung der Gase damit, bei 
feal^ehaltener Temperatur das Volumen v allein variabel anzunehmen, 
und findet, dafs der Druck p mit v~^ proportional ist. Alsdann hält 
man v fest und lärst die Temperatur variieren; es zeigt sich, dafs p 
proportional zur absoluten Temperatur t ist (wo i gleich der in 
Celsiusgraden gemessenen Temperatur -|- 273 ist). Durch zahlreiche 
Versuche findet man, dafs für 1 kg eines bestimmten Gases das 
Gesetz pv = Rt sehr nahe richtig ist, wo It eine betajuite Konstante 
bezeichnet. 

Nun aber beachte man, dafs jede dieser drei Gröfsen p, v, t eine 
Funkfcion der beiden anderen ist; in der That kömien wir zweien unter 
ihnen irgend welche Werte geben, worauf alsdann die dritte Gröfse 
einen eindeutig bestimmten zugehörigen Wert besitzt. So folgt z. B.: 

(1) ''-"j: 

sodafs wir p als Funkfcion der beiden unaliliüngigen Variabelen t und 
V anzusehen haben. 

Für irgend zwei spezielle Werte t und v berechne man p aus (1). 
Man setze sodann die abgeänderten Werte t-\- Jt und v-\- Jv ein, 
wo ^t und ^v vollständig unabhängig von einander wählbar sind; 
man findet als abgeänderten Wert p + zip und als Abänderung z/jj: 

r + 'ip-n'^^-Jv -^f-Ktlil^'^i- 

Wir sehen hieraus, dafs die Änderung zip berechnet werden kann, 
wenn neben t und v die Änderungen ztt und ^v bekannt sind. 

Nehmen die Zuwüchse zit und zJv ohne Ende ab, so wird auch 
zip unendlich klein. Es giebt alsdann eine sehr einfache Kegel, um 

Ptir die B«cliining mit Henriea gilt; Volt ^= B.A + L ■-- ■ , 
für die Eeolmung mit Weber gilt; Yo\t = EA -{- N -^■ 

In beiden Fällen ist S, in Ohm, A in Ampere, L in Henriea, I in Weber 
auszndräcien, wähtead N die WindungsEahl der Spule bedentet. 

Bei elementaren Eecbnnngen, um die es sich, in diesem Buche allein han- 
delt, lassen wir uns die BenntEung des Koeffizienten 4™ und die Schwierigkeiten, 
welche durch die Einführung des jetzt gebräuchlicheu uuwissenschaftlichen 
Sjatems von Einheiten entstehen, noch gefaUen. Bei allen wiaaenscbaftlicberen 
Arbeiten ist jedoch das Rechnen mit den absoluten Einheiten unbedingt vor- 
zuziehen, und ea ist zn wünschen, dafa aie aUmäblich überhaupt allgemein in. 
Gebrauch kommen. 
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den unendlich kleinen Zuwachs äp aus dt und dv zu berechnen: diese 
Rege! ist enthalten in der Formel*): 

(2) ^P = Ti «"'^ + If f^^- 

Die Eichtigkeit dieser Regel soll sogleich bewiesen werden 
(Art. 81); Torab wolle sich jedoch der Leser mit der Bedeutung der 
Formel (2) vertraut machen. Er fasse die Formel in Worte und 
vergleiche seine Fassung mit der folgenden: „Die gesamte Änderung 
von p ist aus zwei TeQen zusammengesetzt: erstlieh der Änderung, 
welche p erfährt, wenn bei konstantem v die Temperatur t um dt 
wächst; zweitens der Änderung, welche eintritt, wenn bei konstantem 
t das Volumen v um dv zunimmt." Die erste dieser Änderungen 
ist gleich dem Produkte von dt und dem Zu wachs Verhältnis (Diffe- 
rentialquotienten) von p in Bezug auf t bei konstantem v, ein Pro- 
dukt, welches wir oben -^ät geschrieben haben; entsprechend ist die 
zweite Änderung gleich dem Produkte von dv und dem Differential- 
quotienten von p in Bezug auf v bei konstantem t. 

Die entwickelte Vorschrift znr Berechnung der totalen Abände- 
rung dp ist dem Praktiker änfserst vertraut. Nur ist derselbe 
meist mit' der mathematischen Form der firaghchen Regel nicht ver- 
traut. Ein Leser, welcher sich bemüht die Sache zu verstehen, wird 
selbst zahlreiche ganz einfache Beispiele zur Erläuterui^ der Regel 
(2) finden. 

F" 1 kg e'nes Gasea Bei der Zustand durch bestimmte Werte von p, v und t 
angpgel en Tr tt jetzt eine Znatandsänderung ein, so ist dieselbe ¥ollständig feat- 
gelegt falla man die Abänderungen zweier unter jenen drei Gfröfsen angiebt, 
iIbo etwa d e Änderungen dp nnd d« oder du und dt oder dp nnd dt; denn 
wir nehmen dip charakteristisclie Eelation (1) für daa vorliegende Gas als be- 
kannt an 

W rd e ne kle ue Zustandsändemng des Gases durch Zuführung der Wärme- 
n enge JQ bewirkt so kann man dieae Menge JQ aus irgend zweien unt«t den 
dre Änderungen J , zJ(, Jp berechnen ; und alle auf diese Weise für dQ ent- 
spr ngenlen Ausdrucke müssen gleichen Wert haben. Soll es sich Mer um anraer- 
ordenth h kle ne liderungen handeln, werden wir dieae Ausdrücke in die Ge- 
btalt kleidpn können : 

, dQ = c^-dt-\-l-dv, 
\ I dQ=^c^-dt-\-L'dp, 

\ dQ^Fdp^ V-dv, 
o I L i Y gewisse Funktionen des Anfang azustandes sind, d. i. Funk- 

tionen irgen 1 zweie unter den drei Werten p, v, t vor Zuführung der Wärme- 

*) D e Schreibweise -^- an Stelle der biaherigen -~ haben wir bereita in 
Art M für den jartieUen'^ DifferentialqiioUenten von p in Bezug auf t in Be- 
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menge. Man beachte, dafs hier c^ - dt die Wärmemenge ist, ivelche zur AbSmde- 
rnng der Temperatur um dt bei konstantem Volnmen v erforderlieh ist; in 
diesem Sinne nennt man c^ die spezifische Wärme bei konstantem Volumen. 
Entsprechend ist e die spezifische Wärme bei konstantem Dmcke. Was l nnd 
L angeht, so wird man sie etwa als gewisse Arten latenter Wärme ansehen, in- 
sofern sich diese Gröfsen auf konstante Temperatur beziehen. 

Die Koeffizienten c^, l, ■ ■ ■ sind, wie wir sehen, im allgemeinei iicM ih 
Eonstanten anzusehen, sondern vielmehr a!a Funktionen des Änfangsanstaades des 
Gases, Kann man aber überhaupt dQ aus dt und dv berechnen, so wird man 
sieh die Berechtigung des Ansatzes d^^c^-dt-\-l- dv durch eme m^thema 
tische Überlegung etwa so plausibel machen können; Man wird von der An- 
nahme ausgehen dßrfen, dafs dQ in Gestalt einer Potenzreihe: 

dQ = c^dt + ldv+a (dty + 6 (dc)>-f e {dv ■ rfi) H 

darstellbar ist, wo die fortgelassenen Glieder vom dritten und höheren Grade 
sind und sämtliche Koeffizienten c^, l, a,h,C,--- vom Anfangsznstande abhängen. 
Werden imn wirklich dt und da imendlich Hein von erster Ordnung, so dürfen 
alle weiter folgenden Glieder «{(J()', - ■ neben den beiden ersten ais unendlich 
klein von höherer Ordnung vernachlässigt werden; und also kommen wir auf die 
Kn zeigende Gleichung dQ=^ü^' dt-^-l-dv zurück. 

Erlänterung. Man spezialiaiere die Poi-mel (1) für ein Kilo- 
gramm, atmßspkarische I/nft, Dann iat if = 29,3; die Einheit des 
Druckes p ist der Druck eines Kilogramms auf die Fläche eines 
Quadratmeters, und v ist gemessen in cbm. 

Ea gelten die Oleichungen : 



I* - 29,3 



t Sp __ 29,3 C£ _ 29,3( 



Somit folgt aus (2): 

(4) z/^j = -^^.'■' z/i - j; z}r. 

Beispiel, Man setze als speziellen Fall; 

/ = 300, i. = 10000, ^ = 0,879. 

Wächst jetzt t auf 301 und v auf 0,889, so findet man leicht, daft 
auf 9920,47 abnimmt. Wir wünschen jedoch die Dructändernng i 
(2) oder sogleich aus Formel (4) zu berechnen. Hier hat man: 



■^i' - V 



-1 -' 



,S 



ein Wert, der jedoch voii dem genauen Betrage noch um 0,9 — ab- 
weicht. 

Man setze jetzt Jt = 0,1 und Jv = 0,001 und prüfe die Regel 
aufs neue. Sodann wähle man z/; = 0,01 und zip ~ 0,0001 oder ein 
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anderes Paar sehr kleiner Zuwüchse. Auf diese Weise gelangt der 
Lernende zur Kenntnis der eigentlichen Bedeutung der Regel (1). 
Genau richtig ist dieselbe erst für unendlich Meine Änderungen dt, dv. 
An die vorstehende Entwiekelung knüpfen wir noch folgende 
wichtige Betrachtung an: Man trage rfj) = in Formel (2) ein. Wir 
gewinnen alsdann eine Relation zwischen rlt und dv, wobei sich diese 
Abänderungen dt, dv <mf Tconskmt erhaltenen Druck beziehen. Man 
teile den einen dieser Zuwüchse, etwa dv, durch den anderen dt; für 
den Quotienten -tt bei konstantem p erhalten wir auf diese Weise: 

PA 

'■^^ dt ^ /dv\' 



Auf den ersten Blick wü'd vielleicht das Minuszeichen auf der 
rechten Seite dieser Gleichung den Leser überraschen und zum Nach- 
denken anregen; er wird alsdann gut thun, sich die Formel (5) noch 
weiter zu erläutern. Aus pi> =Jtt folgt z. B. zunächst für konstaut 
gedachtes p: 

Andrerseits gilt: 

dp -K dp Jtt p 

und also läuft die Kelation (5) auf die identische Gleichung hinaus: 



T0 



Das Beispiel eines Gases, für welches die Regel pv — Mt gut, 
hat sich hier als ganz besonders vorteilhaft erwiesen, um die Formeln 
für die Differentiationen bei mehreren unabhängigen Variabein zn er- 
läutern*). 

70. Weitere Erläuterungen. In den Formeln (3) kommen wir zu dem 
gleichen Betrage dQ, mögen wir denselben durch dt and dv oder durch d( 
und dp oder endlich durch dp und dv ausdrücken. Daraus ej^ieht sich z. B.: 
((i) c^dt -[- Idv ^ c^dt + Ldji. 

Tragen wir hier rechts den in (3) gegebenen Ansdruck fiit äp ein, so folgt: 

*) Für den Anfänger kann diese Stelle als SchlnTa des Kapitels I betrachtet 
■werden, 

Perry, hühcv= Analjsi,. 11 
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Diese Gleichung ist richtig für unabhängig TOn einander wählbare Ände- 
rungen dt und dv. Setzen wir demnach erstlich dv^^O nnd hernach dt ^ 0, 
so folgen die Gleichungen: 

(8) •-'-'§■ 

Setzen wir andrerseits in (G) für die Änderung do den Ausdruck; 

,1, _"a, + "ä. 



j entspringt : 



dt-l-lj-dt + l-^dp^c^dt + Ld 



Durch Gleichsetzen der Eoeffiaienten von dt rechts nnd links und ehenso 
derjenigen von dp folgt: 

(9) «. + '|° = S. 

(10) ig-L. 

Setzen wir weiter in der Gleichung; 

B^dt-\- Idv^ Fdp+Vdv 
für dp den Ausdruck (2) ein, so gewinnen wir: 

'.•" + 

und entnehmen hieraus: 

(") '.-"%■ 

(12) i = p?^-|-"r. 

Endlich aher können wir noch in; 

c dt + Ldp = Pdp +rdv 



für dt die Summe: 


,irt„g„ 


und finden; 




',1^'^ + ',%"' + i-ii'-rdf + Vd, 


und dai'a« 




(13) 


'.a>^ = -f- 


(11) 


■,?'='^ 



Die Delationen (7) bis (14), welche übrigens nicht alle von einander unab- 
hängig sind (auch könnten wir noch weitere auf ähnliche Art gewinnen) hallen 
wir hier üurcli Rechnung gewonnen, ohne <\ah wir irgend welche Gesetze der 
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Wärmelehie herangezogen haben. Eb hatte hier ja freilich Q die Bedeutung der 
Wämieinenge, * die der Temperatnr u. s. w.; doch gelten die fraglichen Eela- 
taonen auch fflr jede andere Bedeutiuig, welche die diirch eine Gleichung ver- 
knüpften Variabein t, p, v Tind die von ihnen abhängende Gröree haben mögen. 
Die fraglicbeii Belatiaiieii sind für jede Substanz gültig. Doch spezialisiere 
man sie sogleich wieder für eine Subsfenz, bei welcher pv '= Mt gilt (d. i. 
für den Fall eines yollkommenen Gases). Hier hat man': 

dp^^M dp ^_p 0^'_:5 ^"^ — ^ 

dt V ' 8v V ' dt p'' dp p' 

sodafs die Eelationen (7) bis (12) folgende Gestalten annehmen : 

m* '^. = ''/^ + -^|' («)* ^ = -^'f' 

(9)* c„+;^ = .^, (lor -'^=i. 

(11)* c„ = p- , (12)* 1= — p^j^r- 

Mau sieht, dafs diese Delationen nicht unabhängig von einander sind; so ist 
z. B. die Relation (7)* eine Folge von (9)* und (10)'. 

80. Noch, ein Beispiel. Der Elastizitätsmodul oder kurz die Elastizität 
eines Stoffes ist, wie wir in Artikel 58 sahen, definiert durch die Gleichung: 

It nun t konitint "o muiiei «ir lur liesen liithprmisLben ' Zustand 



wpun (,, diP Blastizitit bei konatantir Temj cutur bedeutet buchen wir Ii^egen 
die .adiabatiscbe ' Blastizit'it !„ «o mnssen wir den "Wert , fijr dpn Fall er- 
mitteln, dafs dpr Stoff Wärme wedei abgiebt noch aufmmmt In den letzten 
Ausdruck der Gleichung Jj) setzea wir also dQ = U ein xtnd erhalten dann die 
für un'iPrpn Fall zutr>'fi'indcn Werte von. dp und dt Ls ergiibt sich also 

1 anzudeuten, dal's Q konstant bleiben soll. 



Betrachten wir nun das Veri^tnis der beiden gefundenen Werte für e 
einander, so erhalten wir die Beziekutig: 



i Gleichung (14) und für F s 
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Totale Abänderung v 



'■■«» 

r aber bereits bei Gleichung (5), dafa 



ist; unter Eücksiclitnahnie darauf finden wir datin für jeile Ijeliclligie Sub.stailZ 
die Beziehung: 

(IS) "j^-'l 

Üiesei Qiotient der bellen apeaiiaclieii Wärmeziffern wird gewöhnlich durch 
len B ichst'il en y bezeichnet Man bewlite daTe wu auch hier wieder kern Gle 
aeta ler WEjTnPlehre und keine bestimnite Temperahitskala für die Ableitung 
uuaerer TDrinel zu Grunde gelegt haben 

81 Allgemeiner Beweis 'Wenn « eine Funktiin lon x und y ist so 
woUen wir dies durch die tilgende 8olireiliwei'<e andeuten v — f t i/) H^un 
nehmei wir bestimmte Werte von t und y au und berechnen dafür « sodann 
nehmen wir atatt desseu die Werte j + Jx und 1/ -\- Jy wobei Jo. und Jy 
Tcllkommen iin»bhan({ig von einander sein sollen und berechnea den neuen 
■ft ert von u den wir u + ^u nennen Sudann subtrahieren wir und könner 
ui aer Eeaultat in folgender Form ackreiben 

• d eaelbe C rofae fr 1 -]- J /) ml 

^.. -/W-l-^r j + _/„-/-(< / + Jj+/(l (4 J/;-ffj 
Diese Gleich, ing kann mai auch ao achreil en 



Ax Ay 

Nehmen wir nun an, daXs äx und äy immer kleiner und kleiner werden 
ohne Grenzen, so geht der Koeffizient von dy 

fix, y + ^ y) — f(x, y) 
Jy 

über in V' - • oder ^^, wobei x während der Differentiation in Bezusf anf 

oy dy' ** 

y als konatant angenommen wird. Denn in der That konunen wir ja hier auf 
unaere Definition dea Differentialquotienten (Tgl. Anmerkung zu Artikel 20) un- 
mittelbar Burttck. 

Andrerseits wird der Koeffizient von zlx denaelben Grenzwert annehmen wie: 
fix+dx,y)-f{x,y) ^ 

weil Ay verschwindend klein wird. 
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I. 83] 


Innere Energie und Entropie eines Gasea. 


165 


Schreiben wi 


r muii anstatt f{x, y) wieder m, so erhalten wir: 




(17) 


du-'^aa, + ^^dy. 




Bcispiclsweis 


e wähle man; u = aa:^ + ^>y^ + ö^J/; danc erhält m 


.an: 


S2. Gegebei 


L sei die Beziehung: 





wohei ilf und N Punktionen von x und v sein sollen Hipnus folgt noch 
keineswegs notwendig, daXs auch g eine Funktion Ton j, und i; ist 
Zum Beispiel hatten wir in Gleichung (3) die Beziehung 

dQ~c^-dt + l de, 
wobei c„ und l Funktionen von { und v waren. Trotzdem ist aber Q, die gesamte 
einem Kilogramm des Gases znseffllirt« Wärmemenge, keine Fnnktion von 
V nnd i; sie ist keineswegs dnren den Zustand des fiases l>estiwmt. Vielmehr 
kann der Stoff ungeheure Wärmemengen aufnehmen und dennoch bei der Rück- 
kehr aum Anfangszustand nnr geringe Wärme wieder abgehen. Dingen sagt 
der erste Hauptsatz der Wärmetheotie folgendes aus; 

Wenn dE = dQ ^ p ■ dv gesetzt wird, wobei p ■ de die von dem G^se 
geleistete mechanische Arbeit bedeutet, so ist der Wert E, den wir als die 
innere Ener^e des fiases bezeichnen wollen, eine eindeutige Punktion des je- 
weiligen Zustandes des Gases. Sie kehrt immer wieder auf denselhen Wert 
zurück, wenn das Gas wieder auf seinen ursprünglichen Zustand gebracht wird. 

Unser B ist also eine Funktion von t un.d « oder von t nnd p oder von 
p und V, aber Q ist es nicht. 

Der zweite Hanptsatz der mechanischen Wärmelehre besagt folgendes; 

Dividieren wir dQ durch t, wobei t die absolute Temperatur, also gleich 
der in Celsiusgraden gemessenen Temperatur ö vermehrt nm 273 ist und mit 
dem Lirftthermometer gemessen sein boII, und setzen wir den erhaltenen Quotienten 

-— gleich d^, so ist der Wert ^, den wir „Entropie" nennen wollen, eine 

Funktion des Gaszustandes. 

83. Wie wir eben sahen, ist z nicht immer eine Funktion von x und y, wenn 

(18) d^ = M ■ dx -{- N ■ dy 

ist, wobei M und N Funktionen von x und y sein sollen. Es ist nun von 
grofser Wichtigkeit, die Kennzeichen dafür aufzufinden, wann die Gleichung (18) 
durch eine Punktion z von x und y befriedigt werden kann. 
Angenommen, s sei fine solche Punktion, dann, ist; 

dz , , d^ ,, 
Der Vei^leich mit Gleichung (18) ei^iebt also, dafa 
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Vollsländiges Differential. 



sein laufs. Denn, wie wir wissen, ist 7^ — ^, — = ^ — :^ — *). 
dydx dxdy 
Damit haben wir ein außerordentlich wiflitiges Ge'ietz gefunden 

(18) Js = J« dT + if d'i 

ist und zugleich z eine Funktion von a: nnd y daiateUt (eine andere Ausdrucks- 
weiee daiur, dafa a eine Funktion von a und y ist, bestellt dann dafs man 
sagt: du = Mda; -|- Näy sei etn voüsta/ndtges Diffei enttaT] , so gdt die Ue- 
ziehung: 

(19) ¥^-'/. 

"■ ' dy dx 

Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. D. h. man kann in der That zeigen, 
dafs bei Gültigkeit der Gleichung (19) eine der Gleichung (IS) genügende Funk- 
tioD. z von m und y eiiatiert**). 



*) Man beweise, dafs wirklich 

ist W 11 Trachten datur sihon m Artikel 31 einige Beiipiele nnl ^^enn der 
Leaer mit lern Satze elbst ncch nuM volLg lertnut se n sollte empfehlen wii 
ihm neue Beii-piele datur an 1 ilden oder die ilfe 1 no hmak durohaurechnen 
Hier seil nin eine allgeiieine Überlegung entwickelt werden welche die 
Eicht gkeit des Satzes nihelegt 

Dann ist |^ der Grenawert für den Ausdruck ^■^ + -^^ J) _/X^_^) 



,Q'' 



entsprechen! unserer Dehnition le D iferent al £uot enten 
sdruckes 

J^ \ fio^ + ^'^,y-^ ^y) - f{x,y + '^y ) f{x-ir^x ,y) -f{^>y )\ 

Jy \ Jx Äx )' 

n erst ^x, hernach aber Jy verschwindend klein werden. 

- den Grenzwert des Aus- 

1 ^ f(x + ^x,y + Jy)-{fx + 4x,y) f(x,y + Jy) - f{ x,y)] 
■dx\ 4y 4y I 

wenn zunächst Jy und dann 4x verschwindend klein werden 

Nun liegt es auf der Hand, dafs diese beiden Ausdrucke iur aOe etidlicheu 
Werte von Jx ■■and ^y gleich grofs sind. Wir durten also innehmen daJs 
diese Gleichheit auch fSr die beiden durch die torgeachriebenen Grenzub erginge 
entspringenden Grenzwerte bestehen bleibt, 

**) Der Ausdruck 
(1) M-dx-'r N ■ dy, 

in dem M und N Funktionen von x und y sein sollen, kann stets llarcll Hulti- 
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84] Integrierender Faktor. 167 

84. Der erste Hauptatz der mechanischen Wärmelehre lautet; 
Wenn dE =^ dQ — p ■ dv oder dE ^ c^ ■ dt -\- {l — pjdv gesetzt wird, 
3 ist dE ein vollständiges Differential; ä. h.-. E keiirt zu seinem alten Werte 



plikation mit einer Funktion von x und y 7.\i einem vollständigen Differential 
genacht werden. (Ein solclier Multiplikator wird gewöhnlich als ein „inte- 
grierender Faktor" des Anadmcks M-dx-^N-dy bezeichnet.) Dieae Behauptnng 
soll nachstehend hewiesen werden. 

Die M nnd N seien behebige Funktionen von x nnd y. Man Betae als- 
dann den Ausdruck (1) gleich und kann die so entspringende Gleichung auch 
in folgende Form kleiden: 

äy M 

Hierdurch ist ein bestimratea Gesetz gegeben, welches die Gröiseu x und y mit 
einander verbindet. 

Sei dies Gesetz durch F[x,y) ^= b auagedrückt, ao ergiebt sich durch 
Differentiation nach x : 

^ ' a.r. ' dii dr. 



. '}}'- ; 



(3) dasselbe bedeutet wie in ('2), so folgt daraus: 

\dx) __ M 
~(8F\ ~ N ' 

Es ist also T, — = jiM und -^— ^ jiN, wobei fi in beiden Gleichimgen 

ein und dieselbe Pnnktion von x und y oder vielleicht auch ein und dieselbe 
Konstante ist. 

Multiplizieren wir (1) mit ^, so erhalten wir offenbar: 

r,F dF 

also ein vollständiges Differential, 

Es läufst sich leicht zeigen, dafs für den gegebenen Ausdruck (1) nicht nur 
ein integrierender Faktor fi esistieit, sondern unendlich viele. 

Als ein Beispiel, an dem die Wichtigkeit des integrierenden Faktors zu 
ersehen ist, sei hier der Beweis des zweiten Hauptsatzes der mechanischen WSrme- 
thcorie wiedergegeben. 

1. Wir haben bereits gezeigt, dafs für jede Substanz, deren Zustand durch 
( und V eindeutig bestimmt ist, die Beziehung gilt: 

(5) dQ = c^-dt + l-dii, 

wobei c^ und l Funktionen von t und v sind. Man beachte, dafs dabei t an 
einer ganz beliebigen, vielleicht ganz unregelmäfsig geteilten Skala gemessen 
werden kann. 

Nun haben wir eben bewiesen, dafs es eine Funktion (i von t und v giebt, 
die diirch Multiplikation den Ausdruck c^dt -\- Idv bu einem vollständigen Diffe- 
rential macht. Wir bezeichnen das entstehende ProdrLkt mit d^ und erhalten: 

(6) di' = ;i . dQ == (iR^ ■ dt ^- nl- dv. 
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Erstei Hauptsatz der mechanisehea Wärmelehre. 



[1.84 



zurück, wenn die im Camotschen Kreisprozefs geleistete äufsere Arbeit gleich 
-^ • At ■ Av ist. Nun kehren aher die Temperatur t und das Voinmen v dann 
ebenfalls wieder auf ihre alten Werte anrück; eine andere Ausdruckaweise für 



Jetzt wollen wir versuchen, ob sich die fr^liche Funktion ji vielleicht ao 
auairälilen läfat, dafs aie nur von (, nicht von w abhängt. Giebt es ein aolches fi, 
ao benutzen wir die Thataache, dafs der Differentialquotient von (ic^ nach v (wo- 
bei t ala konatant angenommen wird} gleich dem Diffeientialquoti eilten Ton ^\ 
nach ( ist (wobei v als konstant gilt). Folglich gilt bei einem von v unab- 
1 Faktor u; 



l^A 



cl 



Hun ergiebt aber der c 
Art. 84) die Beziehung; 



3 Hauptsatz der Wärmetheorie (vgl. Gleich. (30), 



ii ~~ /t ' ~di 

also die Bedingung dafür, dafa it-dQ ein vollatändiges Differential 
Temperatur abhängt. Aus (9) würde man nun für 
jeden bestimmten Stoff eine Funktion 
[^, die der gestellten Bedingung ge- 
nügt, abzuleiten haben. Indessen be- 
haupten wir sogleich, dafa eine Funk- 
tion (I existiert, die für alle Stoffe 
ein und dieselbe ist. 

2. Der Nachweis dieser Betaup- 
tung wird folgendermafsen geführt: 

Als bekannt wollen wir den Be- 
weis dafür voranasetzen , dafs alle 
umkehrbaren. Wännekraftmasohinen, 
welche awiacken denselben Temperatur- 
grenzen (und ( — Ai arbeiten, den 
gleichen thermisclien Wirkungsgrad 
besitzen. In Figur 55 stelle ABCD 
in vergröfsertem Mafastabe einen ele- 
mentaren Camotschen Kreisprozefs dar. 
Der Stoff befindet sich bei A auf der 
Temperatur ( — At; AI giebt sein 
Volumen und AK aeinen Druck an; 
AD aei die Isotherme für die Tempe- 
ratur t — At, BC die Isotherme für (, AB und GB seien Adiabaten. Der 

Abstand AG der beiden Isothermen beträgt J^ ■ At. WS ist gleich AG, da 
W auf der Yerlängernng von DA liegt. ''* 

Nnn iat die Fläche dea Parallelogrammes ABCD, welches die geleistete 
Arbeit darstellt, gleich WB ■ XZ (Parallelogramme mit gleicher Basia und 
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I. 84] Erster Hauptsatz der raechaniseheti Wärmelehre. 

dieses Gesetz besteht also daiin, dafs man sagt: Das Integral JdE für e 
vollständigen Kreisprozefs ist gleicli Null. 



gleicher Höhe sind einander gleicli). Das Stück XZ, d. i. 

hei der isothermischen Bspansion von B nach. C, wollen v 

In Gleichung (S), Artikel 78, sahen wir, dafa die bei der noneren iemperanir 

aufgenommene Wärmemenge gleich l ■ Jv iat. 

Daraus ergiebt sich rar den thermischen "Wirkungsgrad ' der Wert: 
, , geleistete Arbeit __ 1 ^P ,± 

aufgenommene Wärme l dt ' 

und zwar ist dieser Wert für alle Stoffe gleich grofa. 

Deswegen genügt es, ihn für eine einzelne Substanz zu bestimmen. Dazu 
bietet ein berühmt gewordenes Experiment von Joule eine Handhabe. Joule 
fällte zwei Gefäfse, die durch ein Rohr mit Abapetrhahn mit einander verbunden 
waren, mit komprimiertem öa«, — das eine jedoch mit hohem, das andere mit 

faringerem Druck. Dann wurden beide ÖeföfBe in ein Bad gebracht, und nach 
intritt einet gleichmäfsigen Temperatur wurde der Hahn geöffnet. Dabei ergab 
sich stets, dafs das Bad seine Temperatur nicht änderte, Darana folgt, dafs für 
Gase die innere Energie bei konstanter' Temperatur nahezu konstant ist; oder, 
was dasselbe besagt, dafa für Gase l nahezu gleich p ist; p ist aber bei kon- 
stantem Volmnen bekanntlich eine lineare Funktion der Temperatur. 

Die Frage, ob wirklich eins der bekannten Gase diesem Gesetze genau 
entspricht, soll hier nicht erörtert werden; wir nehmen an, dafs es einen der- 
artigen Stoff giebt, und dafa für denselben die Beziehung gilt: 

(11) 



i Sf p dt ö -|- g 



den in (H) angegebenen Wert für -j- ■ -^ als allge 



logt 4- logji = const. 

wobei t irgend eine hebebig w ihlbare Konstante ist bewdhnbch setzt man 
' ^ 1 unl hit dann " ^ -, als integrierenden Faktor tui '5) Dieser Faktor 

wird die ( amotsche Funktion genannt 

Allerding« mufi man es als nicht sehr wahr=iUiemliL.h hinstellen dafs der 
integneiende Faktor seibat 'wenn es einen von p oder u unabhängigen giebt, 
30 einfach aem aollte iiiie der Inadruck — ■ ■-■ fin Tentigraden nach dem 
Lulttherm meter oder Hlv eine Subitai z mit An ol en {^ekrderten F f,eji' liaft 
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170 Zweiter Hauptsatz der meclianisclien Wärmelehre. [I, 84 

Wir säten, dafE der partielle Differentialquotjent von c^ nacli v (wobei ( 
während der Differentiation als konstant gilt) gleich dem partiellen Differenlial- 
quotienten von l — p nach t ist; oder, als Formel geschrieben; 



(30) 



dl 



dt 



Dieser Satz, der für jeden beliebigen Stoff gilt, wird häufig selbst als der 
erste Hauptsatz der mechaniaclien Wäwnetheorie bezeichnet. 

Der zweite Hanptsatz der mediänischen Wärmetlieorie lantet: 

(21) ^ oder d'i -= jdt + -^- - dv 

ist ein vollatäiidigea Differential. Polglieh ißt der partielle Differenlialquotient 

von — nach v gleich dem partiellen Differentialquotienten von -- nact (*). Es 

gilt also die Gleichung' ■■., 

, , ^'j. _^ ?1 _ ' 

' 3« ~ dt t ' 

Dicte Foiniel, ■»eli'lie ebenfalls fUr leden beliebigpn Stott ^jilt. wird häufig 
selbst dei zweite Hauptsatz der mechaniachen Wdimethenne genannt 

Eombinieren wu Gleichung (20) mit ffleiebting (■22'1, so erhalten wir als 
für jeden Stoff gültig die einfalle und wichtige Beziehung 



tit"\lnihf,lb irdl r fd bltTmptn 

iifu^d mt kmmdWrt eglle+ t dlf 

m g zutrifft j öf wird — d f b b kl T^ rt 

e \ b 1 t T mp ratur m k mpl t F kt w d D 

r 1. 1 1 k 1 th rm dyn m h Grand t h b h. ml 

r mp tur — 3 3 C 1 la d m b 1 t N 11p kt d T mp t 
P h 

)DBeglfurdDff tt Jtt wl Atkl 

) G 11g m gilt d h 

d^ = i -j- f -^ 7 

i. ffe l 1 M t Hülf d Ih jtUm (iPll 

A dr k 1 d 1 Id d d Hg m t I nn i II 

d r Fu kt tbUt M f m l r d d 

d te teBhg hdtlgd thlt d 

b M xw 11 1 d VI C rui dgl lnn d Th rm dyn mik 1 h t 



Aufgab e 2, Man beweise, dafs in Fig. 55 

Fläche ABCD = JE- JF ^ All- AI ^ AG ■ ÄM= ÄQ ■ AM 
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' Eiiif voUkommeue Gase. 



Nun wollen wii diesen Satz anf ein vollkommenes flas anwenden; (Unn 
erhalten wir aus (83) die Beziehung: 



(24) 

Folgh'-li f 



a« 



Diese Beziehung lat Melleiclit nicht lon grofser praktischer Bedeutang, 
aber der Leser möge diesen letzten Satz ah ein Ul ungs spiel lietracliten; 

C^ ist fnr jeden Stoff eme Funttioa von i und f, und hier wird nun be- 
hauptet, dafs für em ToUkommenes Gas der Wert /■^ wie er sich auch mit der 
Temperatut ändern mag sieh bei emer Änderung des Volumens nicht mit ver- 
ändert "Wir iomlinieren Gleichung (24) mit clen luf Seite 163 gefundenen 
Clpichungen 9* u a w und erhalten dann 

c^ — i^ = ü 

Da nun wie Rei^niult fml tur Luft und andere Ga'Jp eine konstante 

Grelle lit >ü iit als( r ebontalli konitint und wii erhalten lie Beziehungen: 



Wir können demnach über die Wärmevorgänge ir 
nunmehr genaue zahlenmäfsige Bereclmungen anstellen, 
betreffende Gas die Werte von c und H kennen. 



^ ■ dt -\- p ■ dv 
■ dt — v-ap 



r-i" 



ist, und zeige, dafs diese vier Gleiehsetzungen von Plächen den vier Gleichungen 
der vorigen Aufgabe entsprechen. 

Aufgabe 3. Durch Kombination der Gleichung (33) mit (7), (8), (11) und 
(14) beweise man, dafs für jede Substanz die Beziehungen gelten: 

und dafs Gleichung (SO) übergeht in: 



'oa der Temperatur abhängige OrÖfte ist. 
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Anwendung auf vollkommene Gase, 



Den letzteren Ausdruck schreibt man liäuig auch in folgender Form: 

(2) .-±-d(pv)+p.dv. 

Femer ist: 

(3) dE^c^-dt, E^ej + coast. 

Daraus kann man leicht weitere Ausdrücke für E als Funktion von jj tmd 
V erhalten. 

Die folgenden drei Beiapiele beziehen sich sämtlich auf vollkommene Gase. 
Beispiel 1. Aus Gleickung (1) ergiebt sich: 



Mit Röcksicht auf: 

p _ B 

folgt dann: 

und durch Integration; 

<P ^ e^ ■ log t -\- Jl • log V -]- connh. 

(4) $ = log(f " ■ v''')-\- const. 
Andrei^eits ist, ebenfalls gemäfs Gleichung (1): 

d<P =^ y dt ,-dp. 

Mit Eiickaicht auf: 

» _ B 

t ~ p 
folgt dann: 

d^> — f-dt - ■ dp 
t p 

und durch Integration: 

'!• = c ■ log ( — Ji ■ log p + const. 
oder: 

(5) <t ^ logit'' ■ p~'^) 4" const. 

Setzen wir nun fär t seinen Wert ■ -ein, so geht Gleichung (ö) Aber in: 

(6) = log(/'' ■ ti"*) + const. 

Dus Gesetz fiir die adiabatische Znstandsänderang, bei der $ konstant ist, 
kann nun ohne weiteres niedergeschrieben werden. Aus den obigen Formeln er- 
giebt sich für dasselbe: 

t ■ v''~ ^= const. 

t ■ p ^ eonst. 
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S[iezialaiiafiihrungeii übet Tollkommene Gase, 



Dpr Leser mJge wp terp de a,rt f, LbuEgen 1 r 6 eh. sei) t anst lleii 

Be ■'jj pI E n Kilogramm Pines Gaies öhme m Zustandp p i^ („ 

d e WännPmenge Q^ auf la welfher We ae a dert s eh. dann sei Zustand? 

"W r benutzen aur Lösung der 4nls(abe die nter (11 gegebe eu Bez ehnngen 
vind unterscheiden folgende Spez ■üffille 

I Das Volmaen v möge konstant lileiben Dann erg pbt « i-h a 'i Gle 
Uung (1) dQ — Cp dt 

Das Ii tpgra! vnn d Q zwis hen den Grenzen f 1 ( st dan 



Dara rg ' t li n da Integral l li für Ö„i, der Wert — -" — (j\ — i\), 

r kunnen unut die ZnnahinP dpa D Tickes bereclmen. ^ 
II Es mdge i der Dmck komtant bleiben. Dann ist: 

?Ö= It folgi h y =ej,(*, -*„)• 

Andrerseits . 

,ig = -M^ dv; folglich: $„ = ^~ (f, - )^„). 

in. Es möge %, die Temperatur, konstant bleiben. Dann ist: 



dQ ^p ■ dv\ also Q^^ = ip ■ dv 



d. i. gleich der von dem Gase bei der Expansion geleisteten äufaeren Arbeit. 
IV. Druck und Volnmen mögen sich in ganz beliebiger Weise ändern. 

Dann aetaen wir wieder; 

f^oi = c^(i^ — t„) + geleisteter äufserer Arbeit, 
und andrerseits nach Gleichnng (ä); 



«.,-,— !(]■.•,-?.<■.) + 



äufserer Arbeit. 



Ist dabei § =. 0, so wird die geleistete Arbeit gleich c^{t^ — (,). 
Die letzte der drei Gleiclinngen unter (1) sehreibt man häufig auch in der 
bequemen Formi 

Wärme stattfindet, i 



dQ_ 
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r Esplosiousmaschine. 



oder, indem wir integrieren: 



iog p + I R u = n t 



Damit sind wir also wieder auf lau al abat s 1 e F pansioasgesetz zurück- 

Beispiel 3. I5ei dem wutlb kannt n Kreisprozesse eiaep Esplosions- 
mastlime möge e n Kilogramm des Gases 
von dem Z stände p^, v^., f^, der durch 
den Pni kt J. i gedeutet ist, adiabatiech 
komjnmie t werden auf den Zustand B 
m t len Werte p ,«,,*,- Die an dem 
C se gele stete mechaniBclie Arbeit ist 
dann gemalä dem soeben unter IV Ge- 
sagten gle cb e (f, — (j), und dies ist 
also offenbar 1 e Zunahme an imne^-er 
E rge 

"\ un J nach C möge das Gas bei 
kon tantem "^ olumen Wtene aufnehmen, 
s dals es n den Zustand ß. , », , (, über- 
geht D e atdj, eaommene WäJTnemenge 
^ at dann gle ch i.^{tg — (i). 

ße i r a l abatischen Espansion 
ei) wild eme aurseie Aibeit der GrÖfae 
c^ ((, ^ (j) mn dem Goie geleistet, 
ganzen KreiBproaeHBe ist alio gleich dem Über- 




Der thermische Wirkungsgrad 
folgendermaraen : 

Nun sahen wir aber, dafs auf eine 
f,v''~ konstant ist, und folglich erhalten 



des Kreisproze 



ergiebt sich daraus 



adialiati sehen Linie der Ausdruck 



ä folgt, dafs ■ ' ^ -^ =^ j-ä-j ist, und jugleifili ist jeder dieser 



Ausdrücke gleich j ■- - 

, Setzen wir diesen "Wert ii 
Wirkungsgrad e die Beziehung: 



Diese Ponnel zeigt uns deutlich, dafs man durch Verkleinerung der E^l- 
lung o, den NntsiefEekt der Maschine verbeaaern kann. 

Als weitere gute Übungsbeispiele empfehlen wir dem Leser die Betrach- 
tung von anderen Kreisprozessen hei Gasmaschinen. 
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Änderung des Aggregatzuatandes 



86. Ändemng des Äggregatzustandes. AoHtatt die Gleichtmgen (3) aus 
Artikel 78 zu benutzen, wolleii wir nun Bpeaielle Formeln für den Übei^ang aus 
einem A^jegatznatand in den anderen airfstellen. "Wir betrachten 1 Kilogramm 
eines Gemiaciea, das aua ni Kilogramm Dampf und 1 — m Kilogramm FlÜBBig- 
keit besteht. Es bedeute: 

«2 das VolTunen von einem Kilogramm Dampf in ebm, 
Si das Volumen von einem Kilogramm Flüssigkeit in cbm, 
p den Dmck, ( die Temperatur; dabei ist p schon allein ditreh t eindeutig 
bestimmt. 

Ist V das Volumen der Mischung von Flüssigkeit und Dampf, so erhalten 

,_«., + (!- .»)», _ (., ~ .,).. -f ., 

oder wenn wir v — Sj durch m heaeichnen- 

II, i _«, + ., 

Wild nun dem Gemisch eine Wärmemenge dQ ?ugefu>irt so ändern sich 
offenbar t und m Wir können dabei ( imd m als zwei von einander unab- 
hängige Veränderliche anspfapn, muB'ien aber beachten, dafs dnrih f und m allein 
bereits der Zustand des Gemisches eindeutig bestimmt wird 

Es bedeute o, die spezifische Wärme des gesättigten Dampfes und n, die- 
jenige der FWssigkeit, es sei also ö, die Wirmemenge, -nelche einem Kilogramm 
des Dampfes zui Erwärmung um 1° Celsius zugeführt weiden mufs, wobei der 
Druck gleichzeitig entsprechend seinem besonderen Gesetze steigt. 

Dann brauchen die m Kilogramm Dampf eine Wärmemenge mc, ■ dt und 
die 1 — m Eilugramm Flüssigkeit eme Wärmemenge (1 — mlUi ät Hnn gehen 
noch dm Kilogramm aus dem fluBBigen Zustande ra den gaatonnigen über; da,zu 
brauchen sie eine Wirmemenge i dm, wenn L die latente Dampfwärme be- 
zeichnet Folgbch gilt 
(2) dQ= Ua. — e,)m + e^ dt+Ldm 

Ist nun wieder E die mnere Energie so pigiebt das erste Gesetz der 
mechamschen Wärmelehre die Beziehung 
3) dE = dg — p do 

Da nun w und ( den Zustand des Gemisches emdeutiT be'itimmen, so mids 
b eine Funktion von m und i sein, es gilt also 

Indem wir diese Beziehung m Gleichung (3j und (2) einsetzen, finden wii': 

Nim deuten wir an, dafs dies ein voUständiges Differential ist, sodafs also 

wild, und beachten, dafs ^ — = m nach Gleichung (1) zuti'ifl't. Dann erhalten, 
wir, da p von m unabhängig ist: 



w .,- + «.-•.- 



dp dv _^ dp 
dt ' dm ~ ^'dt ' 
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Ändemng des Aggregatzustandes. 



Daraus erhalten wir mit Rücksicht auf Gleichung (5) t 



87. Zu der Fniidam«ntal|;leicliii]ig (S) kaiui man auch anf einem kürzeren 

Wege gelangen. In Jigur 57 ist ein Elementaratuck eines Carnotschen Kreis- 
prozefses für ein Kilogramm des Ge- 
misches dargestellt. Die Koordinaten, 
des Punktes .B sind Ji'B ^ s, , das 

„_„ ^' Volumen Ton einem Eüogramm der 

— - — ~ D Flüssigkeit, und SG ^ p, der zuge- 
hörige Druck. Bei konstanter Tempe- 
ratur ( und konstantem Drucke p ex- 
pandiere Jetzt das Gemisch, his es hei 
FC = Sg ganz in Dampf ühergegangen 
ist; dann folgt eine adiahatisehe Ex- 

Eansion CD his zur Temperatur ( — Jlt 
ei D und eine isothetmische Kom- 

■■ ■■ ■ ~~ — ~-~-' ~ pression DA bei der Temperatur t — ^t; 

j4B endlich ist die adiabatische Kompres- 
J?i8 6(. giQ]j^ welche den Ereisproae& schliefst. 

Die vertikale Höhe des Parallelogramma ist i/<-~, und seine Fläche, welche 

den, Betrag der geleisteten äufseren Arbeit darstellt, ist gleich ^'jt (^s — ®i)- 
Die hei der Operation BC aufgenommene Wärmemenge ist i, und der Nutz- 

ctfekt ist folglich: -.- . Da es aber ein Carnotscher Kreisproaefs 

ist, so ist dieser "Wert gleich — -, und damit ist Gleichung (8) bewiesen**). 



*) Die Ausführung der Differentiation ergiebt: 



wie mr ^f ater sehen w erd n wenn wir auL-h Quot enten zu lifferenzieren ge- 
lernt haben Wii müssen ulerhaupt zugeben dals es zum \ ollen "Verständnis 
dieses Artikels ubei die Znatandsandetung erforderhch ist dafs der Leser Pro- 
dukte und Quotienten diffeienzieren kann 

Glpithung Sie teht lari i dafs 
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88. Die Entropie rtes Gemisches. Aus G-leiclmng (6) erhalteo \ 
Ziehung; 



i folg-lich können wir Gleichung (2) auch ao schreib 
dQ = a^ ■ dt + t ■ <^("'"^) ■ 
Daraus ergieht sich für die Entropie: 



(10) 



=?+/^-- 



Für Wasser ist Oj nahezu konstant, nämlich, gleich dem mechanischen "WUrme- 
'äquivalont; denn, wie seiner Zeit bemerkt wurde, rechnen wir alle unsere "Wärme- 
mengen in Arheiiseinlieiten. Aus (10) folgt somit; 

(11) ^ = "',-+ "i log [ -] + coiist. 

Doniriacli lantet also das aiiiabatiaclie Gesetz für Wasseidampf: 
™.r. f. 

(13) 

Wir empfehlen dem Studierenden dringend, hierfür ein nnmerisches Bei- 
spiel durchzurechnen; Es möge der "Wasserdampf von 166° Celsius (( = 438*) 
adiabatiscb expandieren bis auf 85° Celsius (( = 368°). Man setze o, ^= 424 und 
i in Arbeitseinheiten (rnkg) ein, oder man setze ffj ^= 1 und rechne L in Wärme- 
einheiten (Calorien). in jedem Falle benutze man eine Tabelle, welche die Be- 
ziebung von ( und L zu einander angiebt. 

Bei der höheren Temperatur t^ = 438 sei in» = 0,T. (Dieser Wert ist ganz 
willkürlich gewählt.) Man berechne nun m, , beispielsweise für (, = 394, und 
ebenso »»„ etwa für („ ^ 358. 

Yielleicht wäre es besser gewesen, L in Wärmeeinheiten zu reobiien, weil 
die Formel 

i = 802 — 0,7nf *) 
sich dem Gedächtnis leicht einprägt. 

^(2 = e„ .z/* -f I . ^v. 

Wie wir wissen, ist ? = t • |^ (siehe Gl. (23), Art. 84). Sun denken wir uns, dafs 

ein Kilogramm eines Stoffes im flüssigen Zustande yom Volnmen s^ bei kon- 
stanter Temperatur [Jt ^ 0] eine Wärmemenge JQ ^^ L aufnimmt und sich 
dabei auf das Volumen Sj im gasförmigen Zustande ausdehnt [^u ^ Sj — Si]; 
dann erhalten wir mit Rücksicht darau:^ dafs p von v unabhängig ist, die Be- 
ziehung: , 

*) Empirische Pormel nach Zcuner. 
Perry, höhere AnalyslB. 12 
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{ Yolkl&ndigee Differential, 

Diuin geht Gleichung (12) über in; 

_ log i + . ,.(-»»*-- o,m) 



Um » /u innitteln iptzen -nu f„ an 'Stelle von >, biu 

Wac-hJem «o Iip Vt ertc tui iii gefunden am'I suche man diP ei t^j re hpj den 
Werte fnr ( Nun [r hipre min oh vielleicht irgend eii besetz \oii dei Art 

pi ' =: ujnst 

besteht T^ekhPi naherungswe se die adiabatisohe Expansion des Stoffes angeben 
könnte 

Diese Übung wiederhole man indem man etwa lon m, = » (anstatt 7) 
ausgeht 

Die Methode an der Hmd lea Diagrammes ffir l nnd ^ ist \oizuziehen 
Tvenn es ''ich dämm handelt den Anfanger in diese Yerhältnisse emzuweihen 
»her em oder iwei Beispiele natli \rt der jbigen «oUten doth durchgenümmen 
werden 

89. Bin gegebener zwejgliedeiiger „Tollstandiifei" Diffeiential- 
ausdruck da = 3Idi + Ndy werde gleich Nvül gesetzt Aub der so 
entipimgenden Diffeientialgleicliuiig du — soll die Gleichung u = 
entwickelt werden E? handelt sieh hierbei wesenthih um die ße 
rechnuug des Ausdrucks von h m x und i/ 

Es sei z B gögeben die Gleichung 

{x^ — iscy — 2i/^) dx + (j/^ — 4xy — 2x'') dy = 0. 

Wir sehen leicht, daTs dies ein vollständiges Differential ist; denn 
es ist: 

Y' {y^ — ixp — 2x^) = — 4y — 4:X, 

sodafs also diese beiden partiellen Differentiajquotienten gleich sind. 
Wir dürfen hiernach den vorgelegten Differential ausdruck in der 
Gestalt: 

,-r- dx + -— dy 

schreiben und haben somit die Gleichungen: 
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Integration vollste digei Differentiale, 



Wir integrieren nunmehr den Ausdruck x^^4xif^2y\ der ja gleich 
r,— iet, nach x, indem wir y als Konstante annehmen; dabei i 



wir, dem letzteren Umstand zufolge, als Infcegrationakonstante eine 
beliebige Funktion von y hinzufugen. So erhalten wir: 

M = jx^ — 2x^y — '2t)^x -]- 0{y). 

Um 'S(y) zu finden, greifen wir zurück auf die Beziehung: 

Vy = ^' ~ ■*^2' ~ ^^'■ 

Differenzieren wir andererseits den eben gewonnenen Ausdruck für u 
nach y, so erhalten wir durch Gfleichsetzung mit y^ — ixy — 'ix^: 

— 2x^ — -ixy + ^^-"- = r — ixij — 2x- 
und daraus: 

dp " ' 

also: 

"■ = \^^ — 2«V — 2xy^ + jf. 

Wir haben daher die gegebene Differentialgleichung gelöst, wenn 
wir diesen Ausdruck gleich einer beliebigen Konstanten setzen. 
In gleicher Weise löse man die Gleichung: 

(1 + Q da: - 2 -|- du = 0. 

[Lösung: x^ — y^ — c«]- 
Ferner: 

i-:4^ + n-'^\dy^o. 

[Lösung: x^ — y^ ^ cy^]. 
Endlich: 

[Zx' + Sy- *,) dx + (5x ~ ^, + ^f) dy ^ 0. 

[Lösung: x°y^ + x^y^ + ix^ + 2y^ + dx^y^ = cx^y^]. 

m Be dera allgemPinen Beweise für die Gieichnnff (17) (S. 165), wie wir 
ihn in Art ai gegp) en hal en nahmen wir an, dafs die Variabelen x und y nn- 
abhängig >0D emaniler a il Wir können nun aber auct einmal voraussetzen, 
dals *; e vo einander ibhdn^en, oder dafa beide Funktionen von einer dritten 
Teräi derl eh 1 ?ini Ai dert ?ich diese dritte unabhängige GrHsse Z au ^-j-^a, 

19* 
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Düferentiation z 



so wird X zu x-\-t3x und y zu y-^-^dy infolge de^aen wiri entq re:,liend « /u 
M + Ju. Dividieren wit nun die Gleichung (Ib) aus Art 81 aut beiden Seilen 
durch jdz und lassen Jz ohne Ende kleiner und klpiner werdei ao geht 
Grleiohnng (17) über in: 

^' dz ~ dx' dz^ dy' dz' 

Beispielsweise sei: 

M = ax*-^hy^ + cxy, 
und es gelte; 

x = es", y = 3^"'. 
Dann ist; 

dz ' dz " 

und folglieli 

Hier tonnen wir renhtei Hand fienn wir wollen, x und y durch Ausdrücke 
TCn £ ersetzen und so unsere „'anzc Antwort als eine Punktion von s erhalten, 

Bei'Tiiele lon dieser Art sind deswegen re^'ht interessant, weil sie auch nach 
unserer alten Methode gelöst werden können In den Auadmck für u brauchen 
wir zu Ipci 7-wPcke nui a und y als Funktionen von 2 einzusetzen und finden 
dinn 

u = ae'z^ ' + &/.* + eeyz" + '" 

^= ,. -^ + 2m&3^^'"'-' + (n + m)cefff" + '""\ 

Man wild sehen dils bes Eeaultat genau mit dem übereinstimmt, welches 
wir nach unserer neuen Methode fanden. Andere Aufgaben dieser Art kann sieb 
der Leser leiobt selbst bilden 

Beispielsweise möge */ = iii; sein, wobei w und v Funktionen von x sind; 
dann folgt aus Gleichung (11 



eine Formel welche gewöhnlich, auf einem ganz anderen Wege abgeleitet wird. 
(Vgl Art 196) 

Ist m (ileicbung (1] dagegen y eine Eonstante, so lautet diese Gleichung; 



wieder ein Satz, der gewöhnlich in ganz anderer Weise bewiesen wird. (Vgl. 
Art. 198.) 

Seteen wir a ^ a: in Gleichung (1) ein und nehmen an, daft y eine Funk- 
tion von X ist, so ei-giebt sich; 
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Mechanische Schwingungen. 



Wir branchen hier den Leser wohl kaum nochmak darauf hinzuweisen, 
dais -^ etwas ganz anderes hedeutet als -^ ■ 






dy^ 



= mgx 



Folglioli ergiebt Gleichung (3) jetzt: 

^' = (2aa: + C!/) + (2&2,-f-Ca:)!« 



Schneller kommen wii 
methodc, indem wir für y a 



'; = a«* + 2m63V"' ^+(M + i)c3iK"*. 



Man wird finden, dal'a dies Hesultat mit dem vorigen gleich ist. 

Ist H. eine Tunktion von Arei von einander nnabhängigen Veränderlichen, 
BO läfst sich, analog wie in Art. 81, leicht beweisen, dafs die Beziehung gilt; 



=©-+&") ^»+D-- 



(3) 



jil. Beispiel. Eine Hasse mmSge unter dem Einflösse einer Feder vertükal 
schwingen. Die Steifheit der Peder werde durch die Giröfse a angedeutet und 
zwar so, dafs die Feder mit einer Kraft ax anf die Masse wirkt, wenn dieselbe 
sich nm die Strecke x aus ihrer Gleichgewichtslage entfernt hat. Dann wissen 
wir, dafs die potentielle Enereie der Masse \ax^ ist (vergleiche Art. 20). Be- 
zeichnen wir nun noch mit v die Geschwindigkeit der Masse zur selben Zeit f, 
auf welche auch x bezogen ist, so ergiebt sich die kinetische Energie zu ^m«J°, 
Wenn wir die Eigenmasse der Feder vernachlässigen, so erhalten wir also für 
die gesamte Energie des Systems den Ausdruck: 



Für a; = hat K s 
1. Angenommen, 
nach ( und erhalten: 

(1) 

Jetzt beachten wir, dal 



iröfsten Wert. Für v 



'"" rfi"*""*^ di' 
at, und schreiben - 
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Elektriaohe Schwingungen. 



Das ist das wohlbekannte Gesetz für eine einfache harmoniache Bewegnug 
(vergl. Art. 119). 

3. Es hieibe die gesamte Energie nicht konstant, sondern sie vermindere 
sich fortwSJirejid 111» einen Betrag, der proportional dem Quadrat der jeweiligen 
Geschwindigkeit ist, (I'lüaBigkeitsreibnng oder magnetische Bremswirkung.) Dam: 

äE _ 

dt ' 



ist: --TT- ^ — Fv', sodafs Gleichung (1) lautet; 

dt + di 
und Gleichung (ü) üborgelit in; 

\ ergleiche Gleichung 1) aus Art 142 

92. Gan7 ainhche Verhältnisse legen ■lor bei einem elektrischen Strcm 
kieise der bei einer SelhstindiLktion L imd einem Widerstinde II die beidei 
Belegungen eii es Kundensators \on der Kapazität 7t mit einander verlmdet 
Ist ( die 'Stärke des EntladungsstromPS und 7i 1 die auf dem Kondensator zur 

Zeit t angehäufte Elektiiiitätsmenge sodala also ( ^ — K —r— wird so lat 

tur jeden 4.1 genblick ^LC die kinetische Eneigie les Sjstems und -^^1 
seine 1 jtentielle Energie wahrend der jeweilige aut die "^ekunle belogene 
Energie Verlust Jf t ' Joule beträgt (1 J iuIp •= I Wattseknnde 

Bezeichnen wir nun wiedei mit U den gesamten Fnergiewert lu irgend 
e nen Augentlick so erhalten wir 



11 d li 



A = ' LC + i AT 



- VG + BC^ ^ 0, 



Düferenzieren wir diese Gleichung in Bezug anf t und ersetzen den Wert 
-j— durch j^ , so erhalten wir eine ähnliclie Gleichung für C. (Vergl. Gleichung 
(4) aus Art. 145.) 

93. Eine Masse «1 bewege sich mit einer Geschwindigkeit i', sodafs sie 
eine kinetische Energie 4wi«^ Desitzt, Besteht in dieser Bewegungsenergie ihre 
Gesamtenergic, ao gilt also: 
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Differentiation unentwickelter FunMiont 



Vermindert sich aun E stets um emen Betrag, welcher proportionsil dem 
Quadrat der jeweiligen GescliiA'indigkeit ist, wie es bei Flüssigkeitareiliimg und 
mSfaiger Geachwiadigkeit zutrifft, so ertaltea. wir 

(?£ _ _ _ (7^ 



(5) 



dt 



Eine ähiiliche Gleichung gilt für das Verschwinden eines elektriachen 
Stromes in einem Leiter, wobei -^XC als seine kinetische Bneigie und BC^ 
als der jeweilige auf die Sekunde bezogene Energieverlnat anzusehen ist. 

94. Nehmen wir in Gleiehnng (2), Art. 90 für « einen konstanten Wert an, 

KCl prjTiebt flicb- . 

^f*-^ V) , g/'(^i y) . ^ = 
du- dy dx 

Ks lat demnach im. Falle der C flltigkeit der Gleichung f(x,j/)=^c, durchweiche 
1/ implicite uder unentwickelt als Funktion von x gegeben sein würde, sehr 

leitht, den Differeiitiilquoh«nfen -~ zu bereelinen. 

1 So eigiebt sich Inr a: + v ^= c: 

1 + " y =; und 



dy _ 



3) Piir -^l^ 4- ^-j- — 1 = folgt: 

'2x , ä« dy „ , dy b^,i 

-5- + tI- ■ >- = und ~i = 5- 

a o' dx dx a't 

8) Weiter hat man bei u = Ax'^ + By" = c: 
(^w . m- 1 , -,. M-1 Ay 



i) Bei » ^ ■^- 4- 1^ gilt du = -,. dx-\-^ dy. 
5) Man berechne -j^, falls x^ -\- y' — Saxy = h 

Antwort: — ^ = ^ ~- "^ . 
dx ax — y 

0) Endlich hat man für x log»; — ylogx >= 0: 
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184 Tangenten und Normalen der Mlipee. [I. 96 

95. Beispiel. Man bestinune die Gleichungen der Tangente iinil Nor- 
male liei ilep Ellipse — i + ^ = 1 ^^ Punkte (^, , yj der Curve. 
Hier hat man: 

ftir den fraglichen Punkt (a;,, y^). Die Gleichung der Tangente ist somit: 

^— — ^' = — -,-'- oder -— ^ + -^ == ^ + ftT ■ 

Da aber (a:^, i/j) ein Punkt der Enrve sein sollte, so wird die rechte Seite der 
letzten Gleietiung mit 1 gleich sein, sodafa die Tange ntengleictimg die Gestalt 
gdwiunt : 
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Kapitel IL 
e^ und sin ac. 

96. Das Zinseszinsgesetz. Für die Losung einer grofsen Menge 
technischer Probleme ist die Kenntnis der Differentiationsregel für die 
Funktion x" ausreichend. Ich habe hierfür im ersten Kapitel eine 
Eieihe tou Beispielen entwickelt. Dabei ist es ganz gewifs besser, 
dafa man den Differentialquotienten von nf' in der Gestalt naf~^ zu 
berechnen weifs, als langwierige Entwicklungen der Elementarmathe- 
matik heranzuholen, welche jenes so einfache Theorem der Differential- 
rechnung entbehrlich machen sollen. 

Wir kommen nun zu einer ganz anders gearteten Funktion, 
nämlich zur „Exponentialfunktion" ^, wo also eine konstante Gröfse e 
(das ist die Basis des natürlichen öder Neperschen Logarithmen- 
systems e ^ 2,7183 ■ ■ -) zu einer Potenz mit veränderlichem Expo- 
nenten erhohen ist. Als Mittel zur Berechnung der Logarithmen und 
JÜxponentialfanktionen besitzen wir die unendlichen Reihen. Speziell 
die Funktion if kann man durch die Reihe definieren: 

«'-i + '« + i">r.i.-3 + TT-/-V4 + "-- 

Die hier in den Nennern aufti-etenden Produkte 1-2, 1 ■ 2 - 3, 
1 • 2 ■ 3 ■ 4, - ■ ■ bezeichnet man symbolisch durch 2!, 3!, 4!, ■ - -; 
allgemein ist also n I das Produkt 1 - 2 ■ 3 ■ ■ ■ w aller ganzen positiven 
Z^len von 1 bis n. Das Symbol n\ wird „« Fakultät" gelesen. 

Man differenziere nun die für e^ angegebene Reihe gliedweise; 
offenbar erhält man: 

+ 1 + a: + -^^ -t- ^-^ -I- ■ . ., 

sodafs der Differentialquotient von e* mit e* selbst identisch ist. In 
analoger Weise kann man zeigen, dafs der Differentialquotient von 
^ax gieißi;^ of . g«^ jgt_ Zugleich erschöpfen wir im Ausdruck h ■ e"* 
alle Funktionen, welche die Eigenschaft haben, dafs der Differential- 
quotient mit der Funktion selber proportional wird. Dieselben kommen 
in zahlreichen Entwicklungen der Technik und der Naturwissen- 
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scliaften zur Anwendung. Lord Kelvin pflegt diese Funktionen durch 
die Bemerlniug zu cliar akter iaierenj dais „dieselben das Ziuseszinsgesetz 
befolgen". In der That ist ja bei einem auf Zinseszinsen gelegten 
Kapitale der Zuwachs dem Kapitale selbst proportional. Darauf sollte 
die Überechrift des vorliegenden Artikels hinweisen. 

97. "Wir merken uns noch ausdrücklieh in Formeln an, dafs ans: 



(1) 



''?/_ 



d. i. aus der Forderung, dafs der Differentialqiiotient von y mit y 
selbst proportional ist, die Gestalt: 

(2) y = b- «— 

für die Funktion folgt, wo h eine beliehige Konstante ist. Offenbar 
stellt h den Wert von y für x = dar. 

Hier wird es wieder zweckmäfsig sein, wenn sich der Leser die 
gewonnenen Sätze vermöge graphischer und rechnerischer Ausführungen 
veranschaulicht. Man zeichne sich die Kurve y = <f auf und zeige, 
dafs die „Steigung" überall gleich der Ordinate ist. Oder man setze 
für X spezielle Werte ein, z. B. 

x = 2, « = 2,001, ^ = 2,002, ^ = 2,003, ■■■ 

und rechne die zugehörigen Werte y mit Hilfe einer Logai-ithmen- 
tafel aus. (Das ist auch an sich gar keine schlechte Übung; denn 
der Praktiker verlernt manchmal merkwürdig schnell den Gebrauch 
seiaer Logarithmentafel.) Man teile alsdann die Zuwüchse von y 
durch die entsprechenden Änderungen von x; die Quotienten müssen 
gleich den korrespondierenden Werten y sein. Ein findiger Leser 
wird sich noch andere, vielleicht verwickeitere Beispiele bilden, um 
mit der Eigenart der Exponentialfunktion vertraut zu werden. Mögen 
solche Ausführungen auch komphziert ausfallen, sie werden für den 
Lernenden immer von Wert sein, wenn er sie in selbständiger Arbeit 
gefunden hat; nur mufs er sich davor hüten, seine vielleicht recht 
umständlichen Überlegungen etwa anderen Leuten beibringen zu wollen. 

98. Um uns mit diesem Zinseszinsgesetz vertrauter zu machen, 
wollen wir einige "Übungsbeispiele durchrechnen, in welchen^ es zur 
Anwendung kommt. 

Beispiel 1, Ein elektrischer Kondensator von der konstanten 
Kapazität K möge sich durch einen grossen Widerstand entladen. 
Es sei in einem bestimmten Augenblicke v die Potentialdifferenz 
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n, 98] Elektrischer Kondensator. 18' 

zwischen den beiden ■ Belegungen des Kondensators, von denen wir h 

unserer Skizze (Figur 58) die eine mit v und die andere mit 

bezeichnen wollen. Durch einen Pfeil deuten i 

die Richtung des entstehenden Stromes C an. ^ ''^^—V n 

Seine Stärke ist C =■ j, ■ 

Nun ist q, die im Kondensator befindliche 

Elektrizitätsmenge, in jedem Augenblicke gleich ^ 

Kv. Die Abnahme von q pro Sekunde, welche s'ig.se. 

gleich — -TT- oder — K -,-: ist, hefert somit wieder die Stromstärke C; 
^ dt dt ' ' 

folglich gilt: 

— ^dt ^'R' di~' Ä\B *' 

d. h. die sehundlicke Ahnahme von w ist v selbst proportiontü. 

Hier handelt es sich nun zwar nicht um eine Zunahme, sondern 
um eine Abnahme der Variabein v. Trotzdem können wir auch 
diesen Vorgang unter das im vorigen Artikel besprochene Gesetz ein- 
ordnen und haben somit zu erwarten, dafs wir es wieder mit der 
Exponentialfunktion zu thun haben. In der That erkennen wir, dafs 
unser Beispiel ein Spezialfall der Gleichung (1) ist. Folglich erhalten 
wir durch Anwendung von Gleichung (2): 

(3) v = be~^'^'. 

Damit haben wir das Gesetz ermittelt, durch welches wir den 
Isolati uns wider stand eines Kabels oder Kondensators berechnen können. 
Es ist nämlich: 



(logfi- logü) = 



KU 



Bezeichnen wir nun mit ü, das Potential zur Zeit #j und mit v^ 
dasjenige zur Zeit f^, so wird: 

Knilogh-logv,) = t„ 

KB (logb-\ogv^) = ^2. 

Durch Subtraktion erhalten wir: 

Kit (logt-^ - logr^) -t^-h 
und daraus: 
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188 Beispiele aur Exponentialfunktion. [II. 98 

Wir brauchen wohl kaum daran zu erinnern, daTs der natürliche 
Logarithmus log» einer Zahl w sich aus dem Briggs'schen Logarith- 
mus, "'log«, durch Multiplikation mit 2,3026 ergiebt. 

Beispiel 2. Newtons ftesetz des Erkaltens, Man denke sich einen 
Körper, welcher üherall gleiche Temperatur besitzt; letztere sei zur 
Zeit t um V Grad höher als die Temperatur der Umgebung, die als kon- 
stant gelten soll. Der Körper giebt dann an die Umgebung Wärme 
ab; und zwar ist die pro Sekunde verlorene Wärme proportional mit 
«; es gilt also die Beziehung tt = ~ f^v, worin ( die Zeit bedeutet. 
Dann folgt aus Gleichung (2): 

f v = b- e-"', 
'-^■^ (log6-logj; = a/. 

Z. B. sei 7,\ die Temperatur zur Zeit t^ und t'g die Temperatur 
zur Zeit ^; dann ist logw^ — log v^^ alß^ — t^), sodafs wir also den 
Wert von a durch Beobachtung der genannten vier Gröfsen experi- 
mentell finden können; es ist nämlich: 
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1 t so wird also: 
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^=,^ 




Daraus folgi 


t dann, wie vorbin; 





(5) y = l-e' . 

Nun wollen wir annehmen, dafs der Querschnitt y^, d. i. der 
Quersebnitt bei a: = 0, gerade ausreicht, um die unten an der Stange 
hängende fremde Last W zu tragen, sodafs also W=fy^ ist. Dann 
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bilden wir Gleichung (5) für diesen tiefsten Punkt und erhalten daraus 
% = h, weil e° = 1 ist. 

Daraufhin können wir aus (5) ohne weiteres die Kurve berech- 
nen, nach der sich die Stange von oben nach unten verjüngen nmas. 

Beispiel 4. Zinseszinsen. 100 Mark, welche zu 37o pro Jahr 
ausgeKehen sind, wachsen am Ende eines Jahres auf 103 Mark an. 
Während des zweiten Jahres werden die Zinsen für das bereits auf 
103 M. angewachsene Kapital berechnet; daher ist auch der Zuwachs 
für das zweite Jahr grofser als für das erste und wächst in gleicher 
Weise für jedes folgende Jahr immer mehr. 

In den meisten Fällen erfolgt nun die Berechnung imd der Zu- 
schlag der Zinsen nur alle 12 Monate einmal; beides könnte aber 
gerade so gut alle 6 oder alle 3 Monate, oder wöchentlich oder täg- 
lich oder gar jede Stunde erfolgen. Dann würden wir anstatt des 
sprungweisen Wachsens ein mehr stetiges Zunehmen des Kapitals beob- 
achten, ein Vorgang, der den natürlichen physikalischen Prozessen 
besser entspricht. So wollen wir uns einmal vorstellen, dafs die 
Zinseszinsen auf das ursprüngliche Kapital hontinuierlich ar^ereehnet 
werden, nicht i-uckweise nur am Ende eines jeden Jahres, und zwar 
unter Zugrundelegung eines Zinsfufses von r7o pro Jahr. Es sei P 
das Kapital am Ende von ( Jahren; dann ist der Zuwachs fib- die 
Zeit dt gleich r^Pdt, oder es ist *^ = ^ -P' Folgbeh erhalten 
wir durch Anwendung von Gleichung (2): 

wobei }} = P„ das urspiünglicbe Kapital 

Beispiel 5. Gleiten eines Eie- 
mens auf einer Rieinsclieibe. Für 

die Untersuchung dieser Gleiterschei- 
nungen ist es zweckmäfsig, sich die 
Rierascheibe als feststehend vorzu- 
stellen, sodafs man das Gleiten, wenn 
es eintritt, auch wirtlich sehen kann. ■ 

Der Zug an dem einen Trum 
bei dem Punkte W sei T^, der am 
anderen Trum hei Q heifse T^. Wenn 
nun der Riemen von Q nach W bin 
gleiten soU, so muss J\ nicht nur 

den Zug T^, überwinden, sondern aufserdom auch noch die Reibung 
zwischen Riemen und Scheibe. 



■ Zeit i= ist. 
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Wir betrachten die Eiemenspannimg T im Punkte P (Figur 59); 
der Winkel QOF werde d genannt; die Spannung bei S ist dann 
entsprechend gleich T-\-JT, während der Winkel -^C QOS gleich 
? + z/Ö ist. Figur 60 zeigt den be- 
trachteten Teil der Riemscheibe in starker 
Vergröfseining, da z/ö in Wirklichkeit sehr 
klein angenommen wird. Um die Kraft, 
'^' mit welcher das kleine Riemenatück PS 

gegen die Seheibe gedrückt wird, zu bestimmen, lassen wir PS immer 
kleiner und kleiner werden; dann sehen wir leicht ein, dafs der 
resultierende Druck gleich T-0^ ist*), aodaXa also [iT-iJS die 
Reibung für diesen Teü der Scheibe bezeichnet, wenn ft der Reibungs- 
koeffizient ist. Diesen Reibungs widerstand mufs die Zugkraft ^T 
überwinden. Halten sieh (iT-J$ und zIT gerade das Gleichgewicht, 
so steht der Riemen eben im Begriff zu gleiten. 

Dann gilt fiT-zJ$ = ^T, sodafs wir für unendlich abnehmendes 
J0 zu: 

und damit wieder zum Zinses z in agesetze gefühi-t werden. 
Hieraus folgt; 

Wir setzen nun r= T^ für 0==0, T-^T^ für O^-^-^QOW ein 
und erhalten dann: 

r, = b; r, = r„e"''i. 

Um die dmch den Riemen zu übertragende Leistung N (in 
Pferdestärken) in die Rechnung einführen zu können, müssen wir uns 
erinnern, dafs JV = — - — =^— ^ — ist, wenn T^ und T^ in Kilogramm 
ausgedrückt sind und V die Riemei^eschwindigkeit in Metern pro 
Sekunde bezeichnet. Wir sehen also, dafs es von 3'^ abhängt, ob 

*) Ton zwei gleichen Kräften T, die einen kleinen Winkel J& mit einander 
bilden, soll hiei' die Eesultierende gesucht werden: die drei Kräfte sind parallel 
den drei Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks, Figiir 61, wobei AB = OA die 
Kräfte T daistellen, BAC den Winkel JO 
und SC. diejenige Kraft-, welche den beiden 
anderen das Gleichgewicht h&lt. Nun ist es 
aTigenscheinlich, dafs hei immer kleiner und 

kleiner werdendem J6 sich der Wert -j-= 
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ein Riemen durchzieM oder nicht; aus diesen Betrachtungen können 
wir die wohlbekannten Gesetze fiü' Rietnenbetrieb leicht ableiten. 

Beispiel 6. Änderung des Luftdruckes mit der Höhe. 

An einem Ort«, welcher h Meter über einer gegebenen Niveau- 
fläche liegt, betrage der Druck der atmosphärischen Luft p kg pro 
qm, in der Hohe h + Jh sei dei- Druck p + Jp, Die Zahl z/j> ist 
negaÜT, wenn z/7i positiT ist; der Druck in der Hohe h ist in der 
That grÖfeer, als der in der Höhe h -\- z/A, nämlich um das Gewicht 
eines Luftrolnmens TOn ^h cbm Inhalt. Bedeutet tv das Gewicht eines 
Kubikmeters Luft in kg, so ist also — ^p== w -zJJi. Nun gilt aber 
v; = cp, worin c eine bestimmte Konstante ist, vorausgesetzt, dalä 
die Temperatur überall gleich bleibt. Daraus ergiebt sich dann 
— z}p = cp ■ ^1' und also für unendlich abnehmendes ^h: 

Folglich haben wir wieder wie vorhin das Gesetz der Zinseszinsen: 
der Betrag, um welchen beim Höhersteigen um einen Meter der Luft- 
druckt sinkt, oder um den beim Abwärtsgehen um einen Meter das 
Barometer steigt, ist proportional dem Luftdrucke selbst. Daraus 
folgt p ^a e-'", wobei a eine Konstante ist. Ist p = ßo für h = 0, 
so erhalten wir a = Po, sodafs das Gesetz lautet: 

(2) p=p^e-^''. 

Was nun den Wei-t c anbetrifft, so finden wir leicht, dafs er gleich 
"- ist, worin tVn das Gewicht eines cbm Luft beim Drucke «„ be- 
deutet. Ist ferner t die konstante (absolute) Temperatur, und bezeichnet 
jetzt Wf, das Gewicht von einem cbm Luft bei 0" Celsius oder 273* 
absoluter Temperatur und dem Drucke p,^, so ergiebt sich: 
_ w„ ■ 273 

Nim wollen wir einmal amichmen, dafs die Temperatur niclit 
konstant sei, sondern dafs ic sich nach dem adiabatischen Gesetze 

ändere; dann ist p ■ w~'' konstant, sodafs man tu = cpy hat, wo- 
bei y für Luft gleich 1,414 ist. Dann nimmt die oben aufgestellte 
Gleichung ~zlp^tv-^h die Gestalt an: 

— zip ^ cf dli oder ■ ^ = cJli . 
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Bilrometnsche Höbenmeasung. 



Man wird somit zn der Beziehung: 

- '■'^- = c-dh 

geführt und findet durch Integration: 

f'^-^- = ch + C oder ~^-p'y'=cJi + C. 



-r 



Ist p ^ p^ bei h^O, ao können wir C ermittehi und erhalten 
dann: 

(3.) P~' =P,'~'---'^-ch 

als Gesetz für die Ähnahme des atraosphäriaclien Luftdruckes mit 
wachsender Höhe. Dies Gesetz stimmt mit der WirMichkeit im 
allgemeinen hesaer üherein, ^s das, welches wir vorhin unter der 
Annahme konstanter Temperatur ableiteten. 

Die adiahatische Zuatandsgleichung pV = b, unter h eine Kon- 
stante verstanden, können wir kombinieren mit dem stets gültigen 
Gesetze: p-w == jR(; dann ergiebt aich, dafa die absolute Temperatur 

proportional ist mit p i . Beachten wir noch, dafa hi' = e ist, so 
erhalten wir aus Gleichtmg (3): 

d. h. die Temperatnpabnahme pro Meter nach oben hin ist in einer 
solchen Gasmasse konstant. (Vergleiche Artikel 74, Gleichung (4) 
für v^O.) 

Beispiel 7. Ein Schwungrad werde durch Beibniig in einer 
Flüssigkeit gebremst; cc sei die Winkelgeschwindigkeit, J das Träg- 
heitsmoment des Rades. Der Widerstand der Flüssigkeit aei ein Dreh- 
moment, welches der Geschwindigkeit proportional ist, also durch Fa 
bezeichnet werden kann. Dann ist: 

(1) Fa = — J- Win.kelbeschle-unigung 
oder: 

(2) ^'J + J-V-O ofa S^-f». 

Hier ist die Abnahme der Winkelgeschwindigkeit proportional 
der Winkelgeschwindigkeit selbst. Wir haben also wieder das Gesetz 
der Exponentialfuaiktion und erhalten als Auflösung: 
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Gebremstes Sehwungrad, 



(3) 

worin «g die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit i = bedeutet. 

Wir wollen nun diesen soeben betrachteten Vorgang mit dem 
Falle Yci^leicben, wo ein Schwungrad durch die Reibung an einem 
festen Körper gebremst wird. Es sei a das konstante bremsende Dreh- 
moment; dann liefert die Gleichung (1) : 





'■-'■'t' 




:;+;-«. 




a = =. -i- eoiistans, 


oder endhch: 




li) 


a «„ -^ , 



worin wieder a^ die Winkelgeschwindigkeit aur Zeit ^ = bedeutet. 
Kehren wir jetzt zum ersten Falle zurück, wo eine Müsaigkeit 
die bremsende Kraft erzeugte, und nehmen wir an, dafs eine v&r- 
änderlicM trabende Drehh~aft M auf das Schwungrad wirke, so 
erhalten wir die Beziehung: 

15) M-F,. + jf^- 

Man beachte die Analogie zwischen diesem Falle und dem 
folgenden Gesetze über elektrische Ströme, 

Beispiel 8. Elektrisclier Stromkreis. Das Ohmsche Gesetz liefert 
für konstante Ströme die Gleichung F=ü(7, wobei R den Widerstand 
des Stromkreises, C die Stärke des fliefsenden Stromes und V die 
Spannung bedeutet. Gewöhnlich messen wir dabei Jl in Ohm, C in 
Ampt^re, V in Volt. 

Ist der Strom nicht konstant, so lautet das Gesetz: 

(1) V=MC+L'l,''^. 

wobei j- die Zunahme des Stromes in Ampere pro Sekunde angiebt; 
L ist der Selbstinduktionskoeffizient des Stromkreises und wird in 
Henries gemessen. Offenbar ist L die elektromotorische Gegenkraft, 
welche entsteht, wenn die Stromstärke pro Sekunde um 1 Ampere 
anwächst. 
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Elektrischer Stromkreis. 



Fall 1. In meichimg (1) sei F-^0; dann ist 



nnd dies ist wieder das Ziaseszinsgesetz. 
Folglich gilt: 

(2) C=C^e~''. 

Fall 2. Es sei C^-a+hß-^K Dann ist; 

dt ^ ' 

sodafs aus (1) folgt: 

V^Ea+{Eb-L[!h)e-<". 

Nun möge li = Z^r, 9 = -j sein; dann haben wir: 
V= Ra. 

Wir sehen also, dafs unter Umständen die Spannung konstant 
bleiben kann, obwohl die Stromstärke sich ändei-t. Setzen wir den 
betrachteten "Wert (/ in die ftir C voTgesehriebene Gleichung ein und 
benutzen noch die Bezeichnung Fq für die konstante Spannung, so- 

dals also ^ ^ -^ wird, so finden wir: 

(3) <'-'',; + '"'^''- 

Nehmen wir an, dafs zur Zeit i=i) auch die Stromstärke C'==0 
sei, so wird Ji= — ", und folglich können wir schreiben: 

(4) c^];{l-e-^'). 

Nach dieser Gleichung kann für jeden beliebigen Fall die Kurre 
entworfen werden, welche zeigt, in welcher Weise der Strom C an- 
wächst, wenn eine konstante Spannung V„ an den Stromkreis an- 
gelegt wird. Ais Beispiel zeichne man die Kui-re für V^ = 100, 
iJ = 1, L = 0,01. Wie grofs ist die schliefslich eiTeichte Stärke des 
Stromes ? 

99. Einfache Übungen in der Differentiation und Integration 
von e"^. 

1) Auf Grund der ersten Gleichung in Art. 70 bestimme man den 
Kpfimmnngspadins *■ der Exponentialkurve y = e'' an der Stelle x=0^ 
y- 1- 

Antwort: ■r = "|/8. 
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2) Man bestimme die Gleichung der Tangente der Kurve 
y—.be'^ mit dem Berührungspunkte Xy,y^. 

Antw.n-t: ^^-^'^ = '^ - 
All derselben Stelle bestimme man die Gleichung der Normale. 

Antwort: ^— _-^ ^ _ ." . 
Man bestimme die Länge der zugehörigen Sub normale. 

Antwort: tf;^ = 
Man berechne die Länge der zugehörigen Subtangente. 
Antwort: y : ^ ^ a. 

3) Man bestimme den Kviimmnngskreis der Kettenlinie 

.= •-(."+.-) 

an irgend einer Stelle. 

Antwort: r = ■ 

Speziell im Scheitelpunkt hat man >/ ~ c und also )■ = c. 

4) Man setze y = A^"'', wo i = ")/— 1 sein soll. Indem man 
beachtet, dafs i eine den Gleichungen i^^ — 1, i^ = ~- i, i^^l^ 
** = 'i ■ ■ ■ genügende Zahl ist, zeige man die Gültigkeit der Begeh 



5) Man bestimme « in j/ = Ae"-^ so, dafs die Gleichung: 

gültig ist. Mau zeige, dafs es zwei zu^saige Werte u giebt, und 
dafs auch: 

y ^ A- e—*" -\- B ■ e"""^ 
die vorstehende Gleichung befriedigt. 

6) Mau bestimme die Snbtangent« und Sahnormäle der Kettenliuie 

von der Gleichung j/= ;-\e'' + e "), welche man vielfach auch in 
der Gestalt y — c ■ cosh ( ^ j schreibt. 
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BogenlAnge der Kettenlinie, 



Antwort: Die Snbtangente ist: 



die Subnormale ist: 



!(«' 



7) Die Länge PS in Figur 8 (S. 50) bezeichnet man ale „Tan- 
gente im speziellen" oder auch scbleclithin als „Tangente": im Falle 
der Kettenlinie finden wir hierfür: 



"(v) 



Entsprechend heilst die Strecke P^ in Figur 8 „Normale im 
speziellen" oder schlechthin ,^ormaIe"; bei der Kettenlinie gewinnen 
wir für die letztere: 



•{:)-] 



8) Man bestimme die Bogenlänge der Kettenlinie. Die hierbei 
anzuwendende Regel ist schon in Art. .^8 entwickelt. Figur 62 zeigt 



A 


J 


^ 





s 



die Gestalt der Kurve; ist der Nullpunkt des Koordinatensystems, 
die Länge A ist gleich c. Die Koordinaten des Punktes P seien x 
und y. 

Man findet nun: 
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Flädienbestimmung bei der Kettenlini 



Quadriert man rechts und links, fügt lieiderseita 1 hinzu und zieht 
hierauf die Quadi-atwurzel, so folgt: 

Durch Integi-ation Ton ds findet man jetzt ala Länge s des Bogens AF: 

wenn x die Äbscisse OS des Punktes P ist. Wir können hierfür 
schreiben : 

S ^ C sinh {—) ■ 

9) Man bestimme den Flächemnlialt des durch die Kettenlinie 
eingegrenzten Stückes OÄFS (ei. Figur 62). Der Inhalt ist gegeben 
durch : 

/-f i^" + e "" ) dx = Y^e" — e ' jo = ^^[e ' — e V- 

Diesem Ausdnicke kann mau auch die Gestalt gehen: 
c^ sinh (- ) , 

wenn x wieder die Äbscisse OS von P bedeutet. 

Man lasse die Kettenlinie um die x-Axe rotieren und bestimme den Inhalt 
der entstehenden Oberfläche, die ungefähr wie die Oberfläche einer Sanduhr 
aussieht. Wir berechnen zunächst wie oben ; 

Nach der in Art. 48 entwickelten Regel ergiebt sich hieraus als Inhalt der 
von dem Bogen AP bei der Rotation um die x-Axe beschriebenen Fla&he: 

Merkwürdigerweise sind verschiedene Vulkane so gestaltet, dafs 
ein axialer Schnitt eine durch die Exponentialfunktion darstellbare 
Sehnittkurye liefert. 

Der Radius an der Basis des Bergkegels sei a und der Radius 
des oberen Plateaus h- die HöSie werfe durch h bezeichnet. Wir 
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wollen auf Ginrnd der in Art. 46 entwickelten Begel den RanmiiLhalt 
des Berges berechnen. Die Meridiankurre wird, wenn wir die Berg- 
axe als x-Axe wählen und die y-Axe auf dem Plateau gelegen an- 
nehmen, durcli M = h<^^ dargestellt sein, wo c die Bedeutung: 



besitzt . Die Oberfläche des Berges entsteht durch Drehung dei- 
Meridiankurre um die x'-Ase. Als Volumen ergiebt sich: 

jtj h^e^^'^dx = -g- e^"\ = y- {e-"'' — 1). 

Setzen wir he"' =- a ein, so erhalten wir das Resultat ■ {a'—h^). 

100. Harmoiiisclie Funktionen. Der Leser hat bereits beim 
Studium voji Art. 9 Gelegenheit gehabt, Siimsknrveil , wie solche 
durch die Gfleichuug: 

(1) :!/ = H sin {bx + ü) 

dargestellt sind, im Quadratnetze zu zeichnen, und er wird dabei 
die Bedeutung der Koeffizienten a, h, c kennen gelernt haben. Wir 
können hier nicht nochmals ausführlich auf das Zeichnen dieser Kurven 
zurückkommen. Der Leser wiederhole diese Zeichnungen und über- 
lege, wann man die Kurve als eine „Kosinuskurve" bezeichnen darf. 
(Offenbar iat die letztere Beneimung am Platze, wenn c = oder 
in Gradmafs gemessen = 90" ist.) Wie grofs auch x werden mag, 
der Wert von sin (bx + c) kann weder über 1 hinaus wachsen noch 
unter — 1 herabsinlien. Natürlich sind dem Leser die fol 
speziellen Werte des Sinus geläufig: 



= 


.0, s,.; = 


i 


»n 


4 


yi 


-0,7 


07, 


2 


. 0,866, »in 


2 


-1, 


£ 


. 2a 
™ 3 


2 


- 0,806, 




i- 0,107, 


Si 


n»«. 


- 


i, Sin«- 


0»), 



yi 

wie andrerseits die allgemeinen Regeln: 

sin (x -\- %) ^ — sin x, sin (x + Sjr) = sin x. 



*) Den hier betrachteten Werten 
Gradjnal's gemessenen Winkel 30", 45", ßO 



y Google 



n. 100] 



Konatruktion der Siauslinie. 



Die zuletzt angegebenen Formeln kommen in dem wellenförmigen 
Verlauf der Sinttskurve zum Ausdruck. Da übrigens der Sinus, 
absolut genommen, niemals gröfser als 1 werden kann, so wird die 
in (1) dargestellte Funktion zwischen den Extremwerten + « und 
— a hin- und hergehwanken. Dieserhall) wird a als Amplitude der 
Kurve oder der Funktion (1) bezeichnet. 

Ist X ^ 0, so folgt y = et sin c, woraus man die Bedeutimg Ton c 
ableiten kann. Zu letzterem Zwecke kann man auch hx — — c und 
also x^ — ■ eintragen, was y = liefert. Bedeutet x die Zeit und 
bx den Winkel, um welchen sich eine Kurbel oder ein Excenter 
gedreht hat, so trUgt c verschiedene Benennungen. Der Maschinen- 
ingenieur nennt c den Voreilwinkel der Steuerung; der Elektrotechniker 
bezeichnet c als Phasenv er schieb ungswinkel. 

Hat bx um den Betrag 2x zugenommen, so kehren dieselben 
Werte «/ genau in der ursprünglichen Anordnung wieder; wir dürfen 
dieserhalb -,-- als die Periode der in (1) dargestellten Funlction be- 
zeichnen. 

Neben der in Artikel 9 entwickelten Regel sei noch folgende 
Methode zur Darstellung der Sinuskurven angegeben. Die Kenntnis 
der ersten Elemente der Trigonometrie wird zeigen, dafa beide Mafs- 
regeln zum gleichen Ergebnisse führen müssen. Was wir hier aus- 
führen wollen, stimmt übrigei^ genan überein mit der Zeichnimg 
eines Schraubenganges in der Aufrifsprojektion. 

Man ziehe die Gerade OM und beschreibe einen Kreis vom 
Hadius a um 0. Die Gerade soll die ^-Axe werden, im Punkte B 
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(cf. B'igur C3) errichten wir i 
ziehe den Itadius OC unter ei 



y-Axe senkrecht zur 3:-Ase. Mau 
m Winkel gegen OB, dessen Bogen- 
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200 Beispiele eiofaci harmonisciier Bewegnsgen, [II. lOO 



Nun teile man die Peripherie TOn, C aus in irgend eine Änzali!, 
etwa 16, gleiche Teile und nenne die Teilpunkte, wie in Figur 63 
angedeutet ist, 0, 1, 2, .... Nach einmaliger Umlaufung der Peri- 
pherie bezeichnen wir die gleichen Teilpunkte mit 16, 17, 18, ..., 
nach zweimaliger Durchlanfung mit 32, 33, 34, .... Andrerseits 
trage man von B aus auf der positiven x-Axe die Länge — r wieder- 
holt ab und nenne die Teilpunkte, mit B selbst beginnend, 0, 1, 
2, 3, . . .. Indem man jetzt, wie die Figur ausführt, durch je zwei 
entsprechende Teilpunkte eine horizontale bez. vertikale Gerade legt, 
gewinnt man eine Anzahl von Punkten der durch (1) dargestellten 
Sinnskurve. Die Strecke £M = -^ liefert die Periode. 

Ist OC eine in einer vertikal gestellten Ebene mit konstanter 
Geschwindigkeit gedrehte Kurbel, so liefert (1) in y die Entfernung 
des Punktes G von OJK, ix -\- c bedeutet den Winkel, welchen OC 
zu ii^end einer Zeit ( gegen OM bildet Infolge dessen wird h die 
Winkelgeschwindigkeit darstellen und -^ die Zeit einer einmaligen 
Umdrehung und damit dit Periode dei Bewegung. Endlich bedeutet 
y den Weg eines Kieuzkopfes, von seiner Mittellage aus gerechnet, 
wobei wir uns vorstellen mn^>aen, dafs der Kreuzkopf durch eine un- 
endlich lange vertikale Pleuelstange mit dem Punkte C verbunden ist. 

Eine sogenannte einfache harmonische Bewegung eines Punktes 
wird dargestellt durch s — a sin (hi -\- c), wo s den Abstand des 
Punktes von seiner mittleren Lage, a die Amplitude und c die Vor- 
eilung oder Nacheiluiig in Bogenmafs bedeutet; i ist gleich - oder 
2xf, wenn T die Dauer eines einmaligen Umlaufs oder /' die Anzahl 
der Umläufe in der Zeiteinheit darstellt. Wir erhalten diese Be- 
wegung, wenn wir einen die Peripherie eines Kreises mit konstanter 
Geschwüidigkeit beschreibenden Punkt auf einen einzelnen Durch- 
messer des Kreises projizieren (gerade wie wir die Jupitertrab au ten 
hin- und herpendeln sehen, wenn ihre Bahnebene verlängert durch 
den Standpunkt des Beobachters geht). Auch fanden wir eben schon 
in der Bewegung eines Kreuzkopfes bei gleichförmig rotierender Kurbel 
ein Beispiel für die einfache harmonische Bewegung. Wie wir später 
sehen werden, besehreibt femer diese Art der Bewegung ein Körper 
unter Wirkung einer Kraft, die dem Abstände von einer mittleren Gleich- 
gewichtslage proportional ist. Die Hoch- und Niedergänge eines an 
einer Spiralfeder hängenden Körpers oder auch die Hin- und Hergänge 
eines Pendels bei sehr kleinen Ausschlagwinkeln sind Beispiele hierfür. 
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Wir liaben es hier mit der einfachsten Art schwingender I 
zu thun. Zahlreiche Paare von Gröl'sen sind durch solch ein Siniia- 
gesetz an einander gebunden, wie in den obigen Beispielen Weg und 
Zeit; und wir diskutieren die einfache harmonische Bewegung, wie 
ich meine, weniger aus theoretischen Gründen, als weil sich dieselbe 
bei zahlreichen Voj^ängen einstellt. 

101. Als Regehl der Differentiation und Integration der Funktion: 
y = o;8in {bx-\-c) 
geben wir vorKufig ohne Beweis die folgenden an : 
_y := ab cos (bao 4- c), 
jy • dx = — ^ cos (boc -j- c). 

Wir bestätigen diese Regel zunächst für f^' = 0, a = 1, ft = 1, 
wobei wir also den Differcntialquotienten von: 

(1) y^sinx 
zu berechnen haben. 

In gewohnter Weise lassen wir x um z/a; wachsen, wobei y in 
!/ + Jy übergeht: 

(2) y -\- zfy = sin {x + Jx). 
Zieht man Gleichimg (1) von (2) ab, so folgt: 

Jy = sin (x ~\- Jx) — saix 

oder unter Benutzung einer in Art. 3 angegebeneu Regel: 

Jy = 2aQ?.{x + jJx) sva^Jx. 
Jetzt folgt weiter: 

(S) ^'-COsC^ + i.^!«)."^-*-^. 

Zeichnet man sich nun einen sehr kleineu Winkel a und ver- 
gegenwärtigt sich die Bedeutung von sin a und vom BogenmaTs « 
des Winkels, so sieht man sehr 
leicht, was aus für kleiner 

und kleiner werdendes « wird. In ^^^ 

Figur 64 ist der Quotient des Bogens 

ÄP und des Radius OP gleich dem Bogenmafs a des Winkels. Der 
Quotient des Lotes BP und des Radius OP liefert sina. Es folgt 
— - = -jy--, und es ist evident, dafs der hier rechts stehende Quotient 
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der Einleit 1 näher und näher kommt, je feleiner a wird. Iii dei" 
That nähern sich die Qnotienteii der drei Gröfseii a, sin«, tang« 
mehr nnd mehr dem Grenzwerte 1, je mehr « der Nnll nahe kommt. 

Setzen wir in (3) rechts für \^x den Winkel k ein, so ergiebt diese 
Regel beim Grenzübergang für unendlich abnehmendes Jx: 

~ = cosa?, falls y = sina? ist. 

Umgekehrt folgt hieraus: 

/ easxdx = sina^. 

Die Behandlung des etwas allgemeineren Falles; 

kann in derselben Weise gescheheu. Man hat hier: 
H + Jy = aMyi[b(x + ^x) + c], 

^y = 2« cos (&3? + c + ^6 • Jx) Bin (^6 - 4x), 

^-|..,.„.(».+.+„...,-'«^|?^>. 

Wird jetzt zlx unendlict klein, ao folgt: 
und daraus umgckclirt : 



/» 



a to^ibx -\- e) da; — -^ svafboi -{■ e) . 

Wollen wir andererseits die Funktion 



r) benutzen wir, dafa dieaelbe auch so geschrieben werden kanr 



y = a 
ergiebt sich also : 



;oa(b3; + c) = a&cos(6^ + c+*), 
dy _ 



Durch Integration ergiebt sich hieraus : 

« (l.a! + o) <Ja! _ - J CO. (6 a. + c) 



/„, 



.102. Natürlich ist es nicht ausreichend, die vorstehenden Regeln 
■ bewiesen zu haben; man mufs sieh auch wirklicli mit denselben 
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vertraut machen. Der Leaer bediene sieh dieserhalb zur näheren Ver- 
anschauliehung der gewonnenen Sätze einer trigonometrischen Tafel. 
Dabei darf man nur nicht vergessen, dals in sui:c und eosa; der Wert 
X den in Bogenmafs gemeaaenen Winkel darstellt, während die Tafeln 
meist die Winkel in Gradmafs angeben. Man lege sich ein kleines 
Täfelchen an, wie wir es hier aufs Geratewohl herausgegriffen haben: 



Wmkel in 
Gradmafs 



I 



0,6427876 



0,6981 
0,71,')6 
0,7330 0,6691306 



0,0132714! 0,7583 
0,0130716 i 0,7612 



Mittelwert 

rar ±t 



0,7547 



Man beachte, dafs - in jedem Falle genau gleich j- - für einen 
gewissen mittleren Winkel ist, der zwischen dem ursprünglichen und 
dem um 1" (oder um 0,01745 in Bogenmafs) vergröfserten Winkel 
gelegen ist. Der Wert -^ wird in diesem Sinne ein wenig vom 
Werte cosa: abweichen. Hat der Leser schon nachgesehen, ob 0,7547 
ein angenäherter Wert für cos 41" ist? 

103. Wie oben schon angedeutet, ist die Differentiation von 

ebenso leiclit durchführbar, wie die von sina;. Man findet: 



/^' 



Das hier auftretende Minuszeichen ist etwas unangenehm zu behalten. 
Es folgt eine tabellarische Veranachaulichung: 



Winkel in 
Gradmafs 



Mittelwert 



21 

22 



0,3491 
0,366.') 
0,3840 



0,9271839 l"'"«'"''"'-^ 



- 0,3613 

- 0,3666 
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Man beachte, dafs y bei zunebmeiidein x abnimmt. Der Sinus 
von 21" oder besser Y«m Werte X — 0,3665 ist in der That gleich 
0,3584. 

Hier noch eine andere Erläuterung der Thatsaehe, dafs der 

Differentialquotientvon sin^r gleich 

coaa: ist! In Figur 65 setze man 

den Winkel AOP gleich 9 und 

Winkel AOQ gleich »+zf9-, so- 

dafs ^POQ^ zf& wird. Der 

Angehörige Bogen JPQ aoU den 

"^■'"' Radius ÖP = ÖQ— 1 haben. 

Die Linien PA und QB sollen Lote auf OA sein, ebenso soll PR 

senkrecht auf QS stehen. 

Hier gilt nun: 

AP = y = smd-, UQ = y -{- ^y = sm(» + zl&'], 

sofern wir z/S- äufserst klein denken. Unter dieser Voraussetzung 
dürfen wir den Bogen PQ geradlinig annehmen und haben dann in 
PQU ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen bei Q gelegener Winkel 
gleich * + J& ist. 

Hieraus folgt, dafs sich — ^ oder ^z¥- für unendlich abnehmendes 

z/^ der Grenae eosPt^ii oder coB'9' annähert; d. h. es folgt: 

^ = «\,Ofi& aus i/^sin*. 

In ähnlicher Weise folgt aus z = cosx)' = ÖA und ih = — BÄ 
^ — HP das Resultat: 



d» 



- siii^. 



Derartige Erläuterungen sind stets von grofsem Wei-te, falls der 
Leser imstande ist, sie selbständig zu finden. Jede Art^ sieh mit 
den Fundamentalregehi vertraut zu machen, ist wertvoll. Doch würde 
es ermüdend wirken, wenn der Verfasser eines Buches gar zu viele 
Erläuterungen über ein und dasselbe Thema geben würde. Auch ist 
er leicht geneigt, solchen erläuternden Ausführungen einen zu weit 
gehenden Vorzug zu geben, welche er selber gefunden hat, und an 
denen er selbst seiner Zeit gelernt hat. 
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105. Mau beachte noch, dafs für die Ftinttion y ■-= Jsinax -\- Boosax 
die Gfleichungen gelten; 

Man Tergleiche hiermit die Thatsache, dafs aus y ^e"' die Gleichungen 
—^ :=«')/, --^=ro'^ folgen Bei den tiefei liegenden Anwendungen der 
Mathomatik auf die technischen Wissenachaflen wird diese Beziehung awischen 
den heiden Funktionen ^"^ tuid sin« r von Bedeutung. 

Ist i^y — 1 und also !'=^ — 1, i'=i-j-l. *<> gelten für y^e'"^ die 

g-eiiau wie bei der Funktion y^mrax. (Siehe Art. 99, Beiap. 4.) 

106. Übungsaufgabe. Wer sich schon mit dem Beweise des 
Moivreschen Satzes beschäftigt hat (dieser Beweis ist leicht; über- 
liaupt sind alle Beweise von mathematischen Sätzen, die der Ingenieur 
braucht, leicht; schwierige Beweise gehören nur in wissenschaftliche 
Werke über Mathematik), der weifs, dafs man in allen analytischen 
Enfcwiclcelvingeii : 

coscta; = ^-{e'"'^ + e—'"^), sinaa; = „-(^""^ — t~'"°') 

setzen kann. Unter der Voraussetzung der Gültigkeit dieser Formeln 
wolle man aus ihnen die Differentiationsregeln für sinfw und aoaax 
ableiten. 

107. Beispiel. Ein in sieh selbst geschlossener ebener Kupfer- 
ring vom Flächeninhalt A qcm möge in einem gleichförmigen magne- 
tischen Felde von der Stärke H mit einer gleichmäfsigen Winkel- 
geschwindigkeit um einen Durchmesser rotieren, welcher rechtwinkelig 
zur Feldricbtung liegt; jBT soU dabei in c.g.s.- Einheiten gemessen sein. 
Wir bezeichnen mit 6 den Winkel, welcher von derjenigen Stellui^ 
au durchlaufen ist, wo durch die Windungsfläche ein Maximum von 
Kraftlinien, AH, hindurchflofs. Bei der Stellung $ ist die vom Strom- 
kreise eingeschlossene Krafthnienzahl offenbar gleich HAüosO. Ent- 
spricht nun dem Drebungswinkel d eine Zeit t, und bezeichnet g 
die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, so ist Ö = qt. Demnach gilt 
für die magnetische Induktion, d. h. für die Zahl der umschlossenen 
Kraftlinien, die Beziehung: 

1 = A ■ H ■ cosqi. 
Ihre auf eine Sekunde bezogene Zimahme ist also — AqH ■ singt, 
und 80 grofs ist mithin auch die in jeder Drahfcwindung erzeugte 
elektromotorische Kraft. 
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Haben wir n Windimgen, so ist also die gesamte erzeugte Span- 
nung gleich — nÄqH- siu^t (in c.g.s.- Einheiten). 

Wollen wir sie in der tedmiscli gebräuchlichen Einheit erhalten, 
so müssen wir beachten, dafs 1 Volt gleich 10^ absoluten Spannungs- 
einheiten ist. 

Die Spannung in Volt betrat also: 

— nÄqHl<y~''smqt 
und ist eine einfache harmonische Funktion der Zeit. 

Beispiel. Die Spule eines Wechselstpojngenerators bewege eich 
durch ein magnetisches Feld derartig, dafs die Induktion in der Spule 
sich nach folgendem Gesetz ändert: 

worin den von der Spule bereits durchlaufenen Winkel bedeutet. 
Es sei g die relative Winkelgeschwindigkeit zwischen Spule und Feld; 
dann ist 6 = qt. Hat die Spule « Dr ah twin düngen, so wird die ge- 
samte erzeugte Spannung gleich n-, oder gleich: 

nq[AiCOs(gt + ti) + A^rcostiqt + e )] 

Aus dieser Gleichung sehen wir, daJ» linregelmafsigkeiteu iii 
der Feldstärke, welche einem Obertone von dei ; fachen bebwingungs 
zahl entsprechen, im Werte der induzierten Spannung nicht propor 
tional, sondern stark vergrUfsept zur Geltung kommen 

108. Bifllare Anfhängnng. Es sei Tr das Gewitht dei auf 
gehängten Masse, a und b die Abstände /wischen den bei<len Faden 
oben und unten, h die vertikale Höhe der Fäden. Femer sei die 
Differenz zwischen den Vertikalkomponenten der beiden Fadenspan- 
nungen, als Bruchteil des Gesamtgewichtes W gemessen, gleich n • W; 
endlich sei Ö der Winkel, welchen die Verbindungslinie der beiden 
unteren Befestigungspunkte mit der Rubelte bildet. Dann ist das 
Drehmoment, welches die Aufhängung einer weiteren Verdrehung 
des Systems entgegensetzt, gleich: 

(I) i(i-„')w"l;,me. 

Wir sehen daraus, dals Mii, um die Anuidnung „empündlicher" 
zu machen, nur die Verteilung der Last auf die beiden Fäden noch 
ungleichmäfsiger zu machen hiauohen, sodafs ii gröfser wird. 

Wie hier, so ist auch m mamhen andeien Fällen das Moment, 
mit welchem ein ura den W mkel iut> seiner Uuhelage verdrehter 
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Körper der weiteren Drehung widerstrebt, dem Sinus des Winkels 
proportional. Z. B. sei W das Gewicht eines physischen Peildels 
und OG der Abstand des Unter stützungspnnbtea vom Schwerpunkte ; 
dann ist W^' OG ■ siaÖ das Moment, mit welchem der Körper in seine 
Gleichgewichtslage zuriickzukehren bestrebt ist. 

Oder es sei M das m^netische Moment einer Kompafsnadel, 
welche um den Winkel d aus ihrer Gleichgewichtslage herausgedreht 
ist und sich in einem Felde von der Stärke H befindet; dann ist 
ilf-jEf-ainÖ das Moment, mit welchem sie in ihre Ruhelage zurückstrebt. 

Ein Körper, der unter Torsion eines Drahtes oder eines Fadens 
aus seiner Gleichgewichtslage gebracht ist, hat eine Riclitkraft, welche 
proportional dem Winkel selbst ist. Wenn aber die Winkeländerui^en 
sehr klein sind, so können wir den Winkel $ angenähert durch sinö er- 
setzen. Zuweilen wirken auf einen Körper gleichzeitig mehrere Richt- 
kräfte; so wird z. E. die Nadel eines Quadrantenelektrometers in erster 
Linie durch die bifilare ÄufMngung gerichtet; aufserdem ist aber Imuflg 
noch eine elektrische Bichtkraft vorhanden, welche durch mangel- 
hafte Disposition oder Ausführung des Instrumentes herbeigeführt 
wird und angenähert in der Gestalt aO-{-'bO^ darstellbar ist. Sind 
die Fäden steif, so erzeugt, deren Torsion noch eine dritte Richtkraft, 
welche proportional mit ist, und welche wir in Formel (1) noch 
nicht berücksichtigt haben. Zuweilen wird auch die Richtkraft durch 
eine mit dem beweglichen System starr verbimdene kleine Magnetnadel 
erzielt; in diesem Falle ändert sie sich mit dem Sinus von Ö. Bei 
einigen Instrumenten, wo der drehbare Körper aus weichem Eisen 
besteht, ist die Richtkraft nahezu proportional mit sin2^. 

Bezeichnen wir allgemein das richtende Moment für jeden Augen- 
blick mit M, so ergiebt sich die bei der Drehung um den Winkel J& 
geleistete Arbeit gleich M-^d. Die Arbeitsleistung bei einer Drehung 
von der Lage 6^ zu der Lage öj (wobei Ög gröfser als ö, sein soU). 

beträgt also Cm ■ dO. 

BeispieL Das Drehungsmoment, welches ein Körper einer 
Drehung entgegensetzt, sei gleich öi ■ sinö, wobei der seit der Ruhe- 
lage durchlaufene Winkel ist. Welche Arbeit wird bei der Drehung 
des Körpers von der Lage 6^ bis zur Lage Öj geleistet? 

Antwort : 

j 'a -smO ■ dO ^- a (cos 0^ - cos 0^) = a (cos 0, - cos d^) . 
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Beispiel Der Widerstand, welchen ein Körper der Verdrehung 
entgegensetzt aei erstens ein konstantes Drehung smoment, ■welches 
durch a bezeichnet werden soll, zweitens ein Einflnfs von der Gestalt 
iÖ + fÖ^ und drittens ein Moment ftsinö. Welche Ärheifc wird bei 
der Verdrehung von der Lage 6 = bis zu irgend einem beliebigen 
Winkel geleistet r" 

Das zu überwindende Drehmoment M hat die Gestalt: 

Diese Funktion von 6 woUen wir mit f(0) bezeichnen. Die ge- 
leistete Arbeit V ergiebt sich daraus zu: 

F= aO + ^bO^ + ^c6'' + k{l - cosö), 

und diese Funktion von 6 wollen wir F{0) nennen. Sie bezeichnet 
die potentielle Energie des Körpers in der Lage $. 

Die kinetische Energie eines rotierenden Körpers ist i'-^i'Jf) ' 
worin J das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf seine Dreh- 
aace bezeichnet. Befindet sieh der Körper in der Lage 0, so ist also 



seine 



* = i''Q"+*W 



Unter der Annahme, dafs von dieser Gesamtenergie dem Körper 
bei der Schwingung nichts verloren geht, wollen wir nun die Am- 
plitude der Schwingung bestimmen. Der Winkel ö wächst offenbar 
so lange, bis alle kinetisehG Energie in potentielle umgesetzt ist; 
dies möge für 0^ erreicht sein. Die potentielle Energie für die Ampli- 
tude 0^ ist also gleich der Summe beider Energieformen für einen 
anderen beliebigen Winkel ß, sodafs wir die Beziehung erhalten: 



i-^Q' + ^m-i^w- 



Kennen wir die kinetische Energie bei und die Gestalt der 
Funktion F(6), so können wir aus der letzten Gleichung die Ampli- 
tude 6^ berechnen. 

Z.B. möge M^ksine sein, sodafs F(d) ^ l-(l~iioad) wird, 
dann gilt: 

|/(^^^-)'+ /^(l-cosÖ) = /;(1 - cosöi), 

Baraus ergiebt sich dann Ö,, die Amplitude der Schwingung, 
■wenn die Geschwindigkeit bei $ gegeben ist. 
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Übungsaufgabe. Das statische Stabilitätsinoinent eines Schiffes 

möge proportional ein4ö sein, wobei ö der Winkel ist, welcben 
der Mast mit der Lotrecbten bildet. Ein Wind, dessen Stärke im 
Seharrungseustanäe eine dauernde Neigung des Sebiffes von 11|-* 
herbeiführen würde, möge plötsUelt auf das vorher gerade stehende 
Schiff einwirken und längere Zeit seine Stärke unverändert beibe- 
halten. Es ist zu zeigen, dafs (unter Vernachlässigung der Reibung) 
das Schiff sieh bis zu einem Winkel von SSy" neigen und dann 
wieder aufrichten wird. Wie wird die Reibung dies Resultat beein- 



Ein schwingender Körper befinde sich in der äufsersten Lage $,• 
wie grofs wird seine kinetische Energie sein, wenn er durch die 
Gleichgewichtslage geht? Antwort: F(O^). 

Beispielsweise sei: 

M^^he + cd^+'ksmd. 

ttesucht werde w, die Winkelgeschwindigkeit in der Lage 6 = 0, 
wenn die gröfste Amplitude gleich 45** war. Jetzt gilt: 

ö, = I und F{e) = ^hö^ + J cö^ + ],-(l - cos ö), 
Iblglieh : 

■i-J»--i!'(!)"+i«{T)"+'(l-^)' 

woraus der Wert ra berechnet werden kann. 

Aufgabe. Angenommen, wir wünschten zu erreichen, dafs die 
potentielle Energie eines Körpers sich nach folgendem Gesetze ändert: 

V^F(p) = afl^ + hO"" + ce'"" + h sin ^Ö. 
Nach welchem Gesetz mufs sieh dann die Eichtkraft ändern? 
Aus der Beziehung: M — -^ ei^iebt sich sofort: 

M=^ad^+ U6^ + mce'"^ + 2h coB 2 d. 

Aufgabe. Ein Körper in der Lage ög bewege sich mit der 

Winkelgeschwindigkeit co in solcher Richtung, dafs wächst. In 

dieser Lage empfange er einen Drehimpuls von der Stärke m in der 
Richtung seiner Bewegung. Wie Weit wird er ansschwingen? 

Die Bewegungsgröfse, deren Wert vor dem Stofse Ja war, be- 
trägt nachher: Ja + m. Bezeichnet m' die vergröfserte Winkelge- 
schwindigkeit, so gilt also: w' = w + -, ■ 
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Der Körper enthält demnach in der Lage 0^ eine kinetische 
Energie ■|J'(ra+ -^1 und eine potentielle Energie F{d^. Setzen wir 
die Siimme beider gleich F{6^), so sind wir imstande, daraus 0^ zu 
bestimmen. 

Der Studierende wird leicht erkennen, dafs die allgemeine Glei- 
chung für die Schwingungsbewegung eines einer Richtkraft unter- 
liegenden Körpers lautet: 

wobei ((ff) unter anderen auch einen Ausdruck enthalten kann, welcher 
den Einflufs der Reibung darstellt. 

109. Übungsaufgaben. Jede einaelne der folgenden Übungs- 
aufgaben mufs vom Leser sorgfältig bearbeitet weiden; die Antworten 
sind _fiir die Praxis sehr wertvoll, zumal für den ElektPOtechuikeP. 
Bei der Bearbeitung der Aufgaben hat man mehrfach die folgenden 
trigonometrischen Formeln zu benutzen: 

cos ''2& = 2 cos^ S- — 1 =- 1 ~ 2 sin^ %, 
2 sin ö- cos ^ = sin (9- + y) + sin (# — (p), 
2 cos •9' cos ip = cos (9" + 95) + cos (S- — tp), 
2 sin ö' sin (p = cos (& ~ ip) — cos (& + (p). 

Solche Übungen sind nicht blofs wertvoll als Erläuterungen zur 
Integralrechnung; sie vermitteln uns auch die Vertrautheit mit tri- 
gonometrischen Formeln, was für den Ingenieur von grolser allge- 
meiner Bedeutung ist. 

Der Mittelwert einer Funktion f(x) im Intervall von x^ bis x^ 

ist offenbar gleich dem Quotienten aus der durch ff{x) dx dargestellten 
Fläche und der Differenz x^ — x^. '^ 

Jede der Aufgaben 6 bis 20 und ebenso 23 mufs vom Leser 
graphisch ausgeführt werden. Gute Handsläzseii derjenigen Kurven, 
deren Ordinaten im einzelneu Falle mit einander zu multiplizieren 
sind, sowie der so entspringenden Kurven sind ausreichend, aber auch 
für das volle Verständnis notwendig. 



2)/c< 



!-<ia;- J + -°^". 
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3) / sin ax ■ e 


»« Ix-dx - 


4) 1 smax ■ i 


lin hx-d'x =^ 


5,./».... 


»s Ix -ix- 



00. (« + S)«, 
2(» + S) 


00. (« - t): 
2(o-») 


.in (« - b)x m 


0((. + t)X 


2(o - V) 


SC + S) 


.!»(. + 6)« «ii 


.(.-*)« 



2(« + 6) ^ 2{a-6) 

6) Die durch die SinuskurYe im IntervaH bis 2ir mid die 
3!-Äxe eingesehlosaene Fläche liegt zur Hälfte oberhalb, zur Hälfte 
unterhalb der 3:-Ase und hat dementsprechend den Gfesamtiahalfc Null: 

j sm X dx = — [eos xf" = — {1 — 1) = 0. 

7) Man bestimme den Inhalt der gleichen Fläche für das Infcer- 
Tall von bis %-. hier ersieht sieh: 



/., 



X dx = — [cos a;]^ = — (— 1 — 1) = y 



Da die Länge der Basis des damit bestimmten Flächenstückes 
gleich % ist, so ist die mittlere Höhe, d. h, der Mittelwert von sin x 
im gedachten Intervall — Die gröfste vorkommende Höhe und da^ 
mit die Amplitude der Sinnsfimktion {vergl. Art. 100) ist 1. 

8) Die entsprechend für die Kurve y = a + 6 siu a; bestimmte 
Fläche über dem Intervall von bis 2re ist gleich 2%a und die 
mittlere Höhe der Kurve gleich a. 

9) Man bestimme den Mittelwert von sin^ x im Intervall von 
bis ^7t. 

Aus cos 2a: = 1 — 2 sin^ x folgt sin^ x = -|(1 — cos 2x). Durch 
Integration dieses Ausdrucks ergiebt sich {\x — \ sin 2x), sodafs man 
nach Eintragung der Grenzen erhält: 

[\x — \sixi ^x'f^" = \2n ~ \^ui. 4:% + ■|sin0 = ;r. 
Durch Division mit der Basis erhält man als Mittelwert \. 

10) Der Mittelwert von cos^ x im gleichen Intervall von bis 
231 ist ebenMls ^. — ■ 

In den nachfolgenden Aufgaben sollen s und r irgend zwei von 
einander verschiedene ganze Zahlen sein. 

11) Der Mittelwert von a sin^ (sqt + c) im Intervall von i = 
bis t'= T ist , wobei s eine ganze Zahl und g = ^ sein soll. 
T ist hier die Periode. 
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12) Der Mittelwert yon a coti^ [sgi + c) von ^ = bis t^^T 
ist -y 

13) fcos s(jt ■ sin stjf • <?( = 0. 

14) /sin s^J^ ■ sin rqt ■ dt = 0. 

15) /"cos sqt ■ cos ri/i ■ (i( = 0. 

16) Cava sqt ■ cos rqt - (?( = 0. 

17) Der Mittelwert TOn siu^ sqt im Intervall bis ^T ist |. 

18) Der Mittelwert von cos^ sqt im Intervall von bis y jT ist ^ ■ 

19) r sin sqi ■ sin ry( ■ <?i == 0. 

20) Tcos sqt - cos rqt ■ di = 0. 

21) Man berechne fsm x ■ sin (a; + c) ■ dx. 
Dabei benutze man: 

sin (a: + c) = sin x cos c + cos X sin c; 
es ist also folgendes Integral zu bestimmen: 

/ (sin^ X cos c + sin 31 cos X sin c) dx. 
Nun gut: 

1 sin^ a; dx =^-^ ■ , 

/ sin X C08 X dx =^ j I am2x rfa: = — -j cos 2x] 
und also liefert unser Integral: 

( — ) eos t — -5 eos 2x sin c. 

22) Miin beweise die Formel: 

/ sin qt • sinigt + c) -dt = Ur- — ^^^7—^-) eos c — ; - cos 2qt sin c. 
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23) Man zeige, daXa der Mittelwert von sin qt ■ sin (qt ± c) oder 
auch von sin (qt + «) sin {qt + a + c) für die Zeitperiode T\= -— J 
gleich y C09 c ist. 

Um dies ersichtlicli zu inaehen, knüpfen wir (unter Beniitzung 
der Abkürzung qt -\- a = (p) an die Gleichung an: 

sin qu sin {np ±_ c) = sin (p (sin y cos c ± cos ip sin c) 
= sin^ y cos c + ain (p eos 9; sin c. 

Der Mittelwert von sin^ tp für die Periode T ist nun gleich i-, 
der YOn sin (p cos ip aber gleich 0, woraus die obige Angabe her- 
vorgeht. 

Setzen wir in der vorstehenden Betrachtung * =7= 3 ? ^o einlebt 
sich als Mittelwert von co^ qt ■ cos (qt ±: c) der Betrag -|cosc. 

Der Mittelwert des Produktes zweier Sinusfmiktioiieii der Zeit 
von gleicher Periode T und von derselben Amplitude 1, berechnet 
fär die ganze Periode T, ist gleich dem halben Oosinns des Phasen- 
verschiebungswinkels. 

24j Nach Art. 106 dürfen wir setzen: 

eos a& = j(e'''* + e"'"^), 

oder nmgekehrt: 

gia * = cos a* + i sin «*, e~''" * = cos »-9' — i sin aö-. 
Auf Ömnd dieser Formeln bestimme man: 

y e** cos (IÖ-- d». 
Ea findet sich hierfür: 

Trägt man hier für die Exponentialfunktionen ihre oben ange- 
gebenen Werte in Sinus und Cosinus ein, so folgt: 

fl) / (''■•' cosa0'-d&=-^^-^^e''-'^(bßos a& + a sin a»). 
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Harmoiii3ch.e Funktionen. 



Auf ähnliehe Art findet man: 



(2) / c^^sma&-d» = ■^^- .je** (6 sin a& — a cos a&). 

110. Bemerkung. In der folgenden Sammlung von Beispielen 
wird der Leser eine grölsere Anzahl finden, welche nur als Wieder- 
holung von bereits früher angestellten Betrachtungen anzusehen sind. 

111. Beispiele vou harmouischen Funktionen. Die Funktion 
x^asmqt lafst- sich darstellen durch die geradlinige Bewegung 
eines Kpenzkopfes , welcher von einer Kurbel mit dem Radius « 
unter Vermittelung einer unendlich langen Kurbelstange angetrieben 
wird; die Kurbel dreht sich dabei mit der Winkelgeschwindigkeit g; 
X ist der Abstand des Kreuzkopfes zur Zeit t von seiner Mittellage. 
Zur Zeit (=0 ist auch x = 0, und die Kurbel steht dann rechtwinklig 
zu ihrer Stellung im toten Punkte. Femer ist g^2jr/= -^, wenn 
T die Zeit einer Periode, d. h. einer Umdrehung, in Sekunden, oder 
/ die Periodenzahl , d. h. die Tourenzahl der Maschine pro Sekunde 
bedeutet. 

112. Die Funktion x = a sin (c[t -{- 1) läl'st sich genau wie die 
vorige auf eine Kreuzkopf bewegung beziehen, mit dem alleinigen 
Unterschiede, dafs die Kurbel dieses EJreuzkopfea der des vorigen 
Beispiels nm den Winkel e voraneilt (dabei ist s natürlich in Bogeu- 
mafs zu messen, sodafe b — 1 einen Winkel von 57,2957 Grad be- 
zeichnet). Zur Zeit i^ = hat also der Kreuzkopf seine Mittellage 
bereits um einen Weg n sm e überschritten*) 



*) Wir veiweiaen den Leser hier wiedeium auf Art H) 1:1111 jieüraeu an, 
< er Kiirveii -gezeichnet hat welcte dnrdi Öleichungen. \(in der Gestalt 
(1) v = b e-'"am{9( + 5j 
dargeHtellt werden Wir ki innen 
uns die einzelne sokhe Kurve in 
folgender Art durch die Rotationa- 
hewegung einer Kurhel, welche 
einen kreuzkopt antreibt, entstan- 
den denken Die "WinkelgeBchwin 
digkeit q dei Knibel ist konstant 
den Kurbekadiui milssen wir da 
gegen mit wachsender Zeit immer 
küTEer werden lassen und awar so 
dals seine Länge für ii^end eine 
Zeit gleich fte""' ist 
kuinen wir uns die letrachtete Bewe 

Punkt I Fl):, 6b mit konstanter T( mie? 
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113. Die Punktion: 

a; = t[ sin (qt + t) + a sin {qt + e') 
können wir auch in folgende Gestalt nmformem 

a; = J. - sin {qt + E). 
Das heifst: die Samiue von zwei Kurbelbewegungen der gleiclieii Periode 
kann dargestellt werden durch eine einzige Kurbelbewegung, die wieder 
dieselbe Periode besitzt. Für den ^ 

Radius und die Voreilung der ent- 
springenden Kurbelbeweguug gilt 
folgende Betrachtung. Man trage 
in einer Zeichnung die Lage der 
beiden ersten Kurbeln ein für den 
Augenblick ( = 0, d. h. man mache 
in F^. 67: 

^YOP=B und ÖP = o 

^rOQ = £' und ÖQ^a. 
Hiernach ergänze man OP und 
OQ zum Parallelogramm OFMQ 
und ziehe die Diagonale OR. Dann 

wird die eine Kurbel Oli von der Lange Öii= J. mit einem Voreilungs- 
winkel YOR = E dem Kreuzkopfe die Summe der Bewegungen er- 
teilen, welche OP und OQ ihm einzeln geben. 

Der geometrische Beweis dieses Satzes ist sehr einfach: Wii- 
nehmen an, der Kreuzkopf habe eine senkrechte Bewegung; wir ziehen 
OQ, OR und OP in ihren relativen Lagen zu einander für irgend 
eine beliebige Zeit, und projizieren dann P, E und Q auf die Äxe 
OX Die Kurbel OP allein würde dem Kreuzkopf in dem betrachteten 
Augenblicke eine Verschiebung von der GrÖfse OP' aus seiner Mittel- 
lajfe nach oben erteilen, die Kurbel OQ allein eine Verschiebung 
ÖQ', und die Kurbel OP allein eine Verschiebung OM'. Nun ist 
aher die Projektion der Diagonale, OB', unter aUen Umständen gleich 

geschimmdigkeit um. den Nullpunkt rotiere, wobei er aber auf der logarithmisolien 
(gleichwinUigen) Spirale ABGBEF bleiben soll. Die in Präge stebende Be- 
wegung ist dann die Projektion der Bewegung von P auf die gerade Linie 
MN; und das, was wir S. 13 daa logarithmische Dekrement nannten, ist gleieb 
« ■ cotgc. Dabei beaeiehnet « den Winkel der Spirale, d. b. den konstanten 
spitzen Winkel, den der Radinsvettor des rotierenden Punktes P stets mit der 

Kurve bildet; es ist also je- cotga^=a--- und q ^ - sodafs cotgß = — wird. 
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der algebraischen Summe der Projektionen der beiden Seiten, OP' 
und ÖQ'. 

Wir können den erhaltenen Satz aach folgendermalaeii ausdrücken: 
„Die einfache harmonische Bewegung, welche die Kurbel OP 
erzeugen würde, plus der einfachen harmonischen Bewegung, welche 
Q erzeugen würde, ist gleich der einfachen hai-monischen Bewegung, 
welche OR erzeugt," Oder in ähnlicher Äusdrucksweise: „Die ein- 
fache harmonische Bewegung, welche OE erzeugt, minus der ein- 
fachen harmonischen Bewegung, welche OP erzeugt, ist gleich der 
einfachen harmonischen Bewegung, welche OQ erzeugt." Zuweüen 
sagen wir auch geradezu: „Die Kui-bel OH ist gleich der Summe 
der beiden Kurbeln OP und OQ." Die Kurbeln werden folglich 
addiert und subtrahiert genau wie Vektoren. 

114. Von grofser Wichtigkeit sind diese Beziehungen bei der 
Berechnung von Dampf masehinensteuerungen und ähnlichen Mecha- 
nismen. Sie sind auch für den Elektrotechniker Tön so herrorr^ender 
Bedeutung, dafs viele Praktiker ohne weiteres s^en: „Die Kurbel 
OP stelle einen Strom dar." Sie meinen damit folgendes: „Wir denken 
uns einen Strom, welcher sich mit der Zeit nach dem Gesetze: 

C = fl ■ sin (qt -\- s) 
ändert; sein jeweiliger Wert entspricht der Verschiebung eines Kreuz- 
kopfes, welcher senkrecht durch eine Kurbel OP auf- und abbewegt 
wird, wobei a den Radius der Kurbel, q ihre Winkelgeschwindigkeit 
und OP ihre Lage zur Zeit t = bedeutet," 

116. Da die Punktion x — a ■ cos qt identisch ist mit 

^ = »..„(,1+-), 

so kann sie dargestellt werden durch die Bewegung einer Kurbel 
Yom Radius a, deren Voreüung gerade 90" beträgt. Zu irgend einer 
beliebigen Zeit haben wir nun für die Geschwindigkeit des Kreua- 
kopfes, dessen Verschiebung durch die IVnktion x = a ■ sin (qt -{- s) 
gegeben ist, die Gleichung: 

v = ~-^aq- cos (qt + s) = aq ■ sin (^qt + £ -^ -"-j ■ 

Diese Gleichung zeigt, dafs die Geschmndigiceit des Kreuzkopfes 
durch die jeweilige Yetschiebung eines zweiten dargestellt werden kann, 
der von einer Kurbel vom Radius aq bewegt wird. Dabei mufs aber 
die neue Kurbel gegenüber der alten eine Voreilung von 90° besitzen. 
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Die Besclilennigung des Xreuzkopfea, ^ oder rii , wird darge- 
stellt diireli die Projektion einer driUen Kurhd von der Länge aq^, 
welche um 90" vor der ir-Kurbel hereÜt, oder um 180**- vor der 
x-Knrbel. Die Beschleunigung ist nämlich gegeben durch: 
— aq^ sin (qt + e) = aq^ sin (qt -\- s -\- n).' 

Die charakteristische ' Eigentümlichkeit der einfachen harmoni- 
schen Bewegung besteht eben darin, dafs nnmeriscb die Beschleu- 
nigung das g^-fache oder das 4jr^/^-fache der Verschiebung beträgt, 
wobei /' die Periodenzahl pro Sekunde bedeutet. 

Folgt irgend ein physikalischer Voi^ang dem Geaetze ß-sin(g'(-|-£), 
so ist er vergleichbar mit der Bewegung eines Kreuzkopfes, und wir 
sagen oft, dafs er durch eine Kurbel OP dargesteUfc wird; die Zn- 
nahnKt pro Zeitelnlieit entspricht der Geschwindigkeit des Kreuz- 
kopfes, und wir deuten sie durch eine Kurbel von der Länge aq an, 
welche um 90" vor der ersten hereilt. In der That bewirkt die Diffe- 
rentiation einer einfachen harmonischen Funktion nach ( stete eine 
Multiplikation mit q und eine Voreilung um 90". 

116. An Stelle des Ausdruckes X 

A-sia{qt-\-E) fßr eine einfache har- 
monische Bewegung benutzen wir zu- 
weilen auch die Form: 




asiuqt -j- bcosqt. 

Offenbar sind beide Ausdrücke 
gleichwertig, wenn a^-^ b^= A^ und 
tang E -= — isti Das läfst sich an 
Hand der Fig. 68 sehr leicht nach- 
weisen: Li dieser Figur sei ÖS = a und <)Q = h. Die Kurbel OP 
ist gleich der geometrischen Summe der Strecken OS und OQ, und 
tang FOP^ tang e ist gleich 

117. Wir haben bereits in Artikel 100 eine einfache graphische 
Methode besprochen, um die Kurve 

x^ a ■ sin(gi-|- e) 
zu zeichnen, worin x und ( Ordinate und Abscisse sind. Es ist nun 
höchst lehrreich, die beiden folgenden Kurven von gleicher Periode 
zu zeichnen: 

a; = a ■ sin (g( -i- f) , x ~ «'■ sin (^qt -f- e), 
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und ihre Ordinaten zu einander zu addieren. Diese Ausführung wird 
die Üherlegungen in Artikel 113 noch hesser veranschaulichen. 

118. Die Spannung in einem elektrischen Stromkreise betrage 
V Volt, der Strom sei G Ampfere, der Wideretand B Ohm, die Selbst- 
induktion L Heni-ies, die Zeit werde in Sekunden gemessen; dann ist: 

(1) r-BC+L^f,- 

Ist nun ü = (.\smqt, so irird —-■= C^qaoaqt, folglich: 
V = PiCffSmqt -{- LC^q cos qt, 
und daraus erhalten wir dann durch Anwendung des Artikel 116: 

(2) V= C^yM^Uq'siniqt+E). 



Den Ausdruck ]/fi^ + L^q^ nennt man den „scheinbaren Widei'- 
stand" des Stromkreises, oder seine „Impedanz". Femer ist e die 
Nacheilung des Stromes hinter der Spannung, die „Phasenverschie- 
bung". Ihre Cfröfse ist gegeben durch die Beziehung: 

, Lq ^-uLf 

tang. = -^ =--^ , 

worin /' die sekundliche Periodenzahl bezeichnet. 

Nehmen wir umgekehrt eine Spannung von reiner Sitiusform 
als vorhanden an: 

(3) V=r^^va.qt, 

so erhalten wir für die entstehende Stromstärke den Wert: 
(41 C= - ^^—^- — :8iii igt— arctang-J^V 

Eine kleine Vemaeh^esigung haben wir dabei allerdings schon 
gemacht. Denn wenn sieh Y gemäfs Gleichung (3) ändert, so ent- 
Iwlt die Formel für C, genau genommen, noch einen Ansdmck, der 
mit wachsendem t allmählich verschwindet. Derselbe charakterisiert 
den AnfangszvsUiml der periodischen Sehwii^ung; in Artikel 98, Bei- 
spiel 8, ist er uns bereits begegnet, und in Artikel 147 werden wir 
auch seine Ursache noch näher kennen lernen. Bei unserer jetzigen 
Gleichung (4) ist indessen vorausgesetzt, dafs die sinusartig wechsehide 
Spannung V bereits seit einer längeren Zeit wirksam ist. Für die in 
der Praxis vorkommenden Fälle genügt ein Meiner Bruchteil einer 
Sekunde, um diesen allmählich verschwindenden Einflufs vollkommen 
bedeutungslos werden zu lassen. 
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119. Das CharakteristiacLe der einfachen liarmonisehen Be- 
wegung können wir zum Ausdruck bringen durch die Gleichung: 

(1) |2H-g.'x = 

(vergl. Art. 2(i und 108), und wir wissen, wenn ims (1) gegeben ist, 
dafs dies bedeutet: 

(2) X = asin qt -\- h cos qt oder: x ^ A Bin [qt -\- e), 

wobei a und h oder A und e beliebige konstante GTÖfsen sind. 

Beispiel. Ein Kfirper vom Gewichte W Kilogramm hafte eine 
einfache harmonische Bewegung von der Amplitude a Meter (d. h.: 
die ganze Sehwingungslänge beträgt 2« Meter), und mache f Doppel- 
schwingungen pro Sekunde. Was für Kräfte sind erforderlich, um 
diese Bewegung herbeiauführen? 

Bezeichnet x die augenblickliehe Entfernung des Körpers von 
seiner Mittellage in Metern, so können wir das Bewegungsgesetz fol- 
1 schreiben: 

a; = ß ■ 8iQ(gi) 
oder: ic = ra • sin {2%fi). 

Die Beschleunigung in irgend einem Augenblicke beträgt Am-f'^x ,- ; 

die Kraft, welche auf den Körper in der Richtung zur Mittellage wirkt, 
ist gleich Masse mal Beschleunigung, also gleich An^f^x • g-gv Kilo- 
gramm. 

120. Anwendung. Bei einer liegenden Dampf- oder Gas- 
maschine mit lai ^er Kurbelstange sei W das Gewicht des Kolbens 
mit seiner Stange Dann giebt der obenatehende Ausdruck nahezu 
die Krift an welche vom Kreuzkopf ausgeübt werden mufs, wenn am 
Kolhen a i± bei len Seiten die atmosphärische Luft frei zutreten kann. 
Ihr Wert ist gle ch für x ^ 0] überhaupt ist sie proportional mit x, 
und al«o für die beiden Endpunkte des Hubes am gröfsten. Mau 
zeichne ein Diagramm, welches diese Kraft für jeden Punkt des 
Kolbenweges angiebt, und beachte, dafs sie immer bestrebt ist, den 
Kolben in seine Mitteüage zu ziehen. 

Nun nehmen wir die Indikatordi^ramme einer Maschine, und 
zwar für beide Seiten des Kolbens; daraus konstruieren wir zunächst 
ein Diagramm, welches für jeden Punkt des Kolbenweges die Kraft 
in Kilogramm angiebt, die der Dampf auf den Kolben ausübt. Mit 
diesem Diagramm können wir dann das oben gefundene Massendnick- 
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diagramm kom))inieren, um den am Kreuzkopf wirksamen Druck zu 
finden. Zu beachten ist dabei, dafs der Dampfdruck meist iii k^ pro 
qcm angegeben ist, wahrend die Massenwirkung sich direkt in kg 
ergiebt. 

Die wirkliche selbständige und sorgfältige Durchführung einer 
solchen Aufgabe kann nicht warm genug empfohlen werden; sie bringt 
dem Leser mehr Nutzen als zehn Beispiele, die ihm vorgerechnet 
werden. 

Da die Beschleunigungskräfte dem Quadrate der Periodenzahl pro- 
portional sind, so sind Vibrationen der Maschine bei hoher Touren- 
zahl sehr viel bedenklioher, als bei kleiner. 

121. Wenn wir bisher die Bewegung des Kolbens einer Dampf- 
maschine betrachteten, nahmen wir an, dafs die Kurbelstange unend- 
lich lang sei; nun wollen wir den Eiuflufs der endlichen Länge der 
Knrhelstange ins Ange fassen. 

In Artikel 11 fanden wir die Beziehung zwischen S, dem Ab- 
stände des Kolbens von seiner Endlage, und %-, dem Winkel, welchen 
die Kurbel mit ihrer Totiage bildet. Nun sei (in Figur 3, S. 14) x der 
Abstand des Kolbens nach rechte von der Mitte seines Weges; es 
wird also unser x gleich dem alten S — r, wobei r den Eadius der 
Kurbel bedeutet. 

Die Kurbel drehe sich mit der gleichförmigen Winkelgeschwindig- 
keit q (in Bogenmafs pro Sekunde). 

Femer sei t die Zeit, welche von dem Augenblicke an vei-flossen 
ist, wo die Kurbel rechtwinkelig zu ihrer Totlage stand, sodafs 
* — — = gi ist. Dann finden wir: 

x = - rcos*+ ;{l — "j/l-y^sin^oj, 
a; = + csin3(+;[l -"[/l - '^'"cos^</i[- 
Wir benutzen nun die bekannte Näherungsgleichung : 

welche angewendet werden dai-f, wenn a gegenüber 1 sehr klein ist, 
und erhalten dann: 

X = raraqt -\- ^-coa^qt. 

Es ist aber ^noa^qt— 1 = cos2i^j^ (vergl. Artikel 109). 
Folglich wird: 
(1) X = r Siwqt + J^ COS {'^qt) -j- ^-"^ 
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"Wir sehen, dafe wir liier in der Hauptsache eine einfache har- 
monische Bewegung haben, über welche sich aber ihre Oktare mit 
einer viel geringeren Amplitude überlagert. 

Man suche ' und --.—^ ; dieser letztere Wert liefert als Be- 
schleunigung: 

— rq^smqt — ^-^ cos2qt. 

Es ist demnach der relative Einflufs der Oktave bei der Be- 
schleunigung viermal so grofs, als bei der Bewegung selber 

Wir wollen nun wieder & für qt -\- -^ schreiben und bekommen 

-y-l^ = rj^coB* + ~ ■C0S2S-. 

Dai'aus folgt: für & = 0" die Besohleunigung: ''''f -^^ f , 

für %~ 90" die Beschleunigung: ^-, 

für %■ = 180" die Beschleunigung; — rif + -^* ■ 

(Dabei ist stets q = 2je/j worin /' die Periodenzahl oder die Um- 
drehungszahl der Kurbel pro Sekunde bedeutet.) 

Hat man drei Punkte ermittelt, deren Koordinaten die Ab- 
weichungen X von der Mittellage und die Beschleunigungen an diesen 
Stellen angeben, so ist es nicht sehwei", eine Kurve durch die drei Punkte 
zu ziehen, die ein hinreichend genaues Bild des ganzen Diagrammes 
ergiebt. Handelt es sich um einen Punkt nahe der Mitte, so ist es 
vielleicht von Nutzen, zu beachten, dafs bei einem -^ OPi^ (vergl. 
Fig. 3, S. 14) von 90" die Geschwindigkeit von Q sich nicht ändert 
und der Punkt Ö daher, ebenso wie der Punkt P, keine Beschleunigung 
erleidet. Diese Lage Ton § ist durch Konstruktion leicht zu er- 
mitteln. — 

Zwei höchst wichtige Sätze sind in unseren letzten Formeln ent- 
halten, nämlich: 

1) Die Beschleunigungen, und infolge dessen auch die auftretenden 
Massenkräfte, werden viermal grÖfser, wenn man die Tourenzahl ver- 
doppelt; sie wachsen auf ihren neunfachen Wert, wenn die Touren- 
zahl verdreifacht wird. 

2) Der relative Einflufs eines Obertones in der Sewegmtg macht 
sich in Bezug auf die Seschleitnigimg in wesentlich verstärktem Grade 
geltend. 
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122. Man betrachte irgend eine bestimmte Form einer Kulissen- 
Steuerung oder eine einfache Schiebersteuerung und zeige, dafs die 
es Schiebers immer fast genau dem Gesetze folgt: 



(1) X = fl,ain(ji + fj) + a,sin(22; + £,)■ 

Darin bedeutet x die ÄbweicliuDg des Schiebers von seiner Mittel- 
lE^e, t die seit dem Beginn des Kolbenhubes verflossene Zeit, alao qt 
den von der Kurbel seit ihi-er Totpunktlage durchlaufenen Winkel; 
»1 und «2 siii<i Konstanten, deren Werte durch Untersuchung der 
Steuerung sehr leicht ermittelt werden können. Vernachlässigen wir 
den Oberton, so ist % der halbe Gesamtweg des Schiebers und s^ 
sein Voreilungs Winkel. Bei einer grofscn Zahl von Schi eher Steuerungen 
finden wir s^ = 90". Die beste Methode, um die durch den Oberton 
(die Oktave) hervorgebrachte Wirkung zu studieren, besteht darin, 
dafa man die Kurve für jeden der beiden Äusdrückö in Gleichung (1) 
einzeln nach der in Figur 63 (S. 199) angedeuteten Methode konstruiert 
und dann die Ordinaten beider Kurven zu einander addiert. 

Ziehen wir die äufsere Überdeckung L von x ab, so erhalten trir 
sofort den Punkt, bei welchem der Dampf abschlufs stattfindet, und 
erkennen auch, um wieviel früher und schneller der Abschlufs infolge 
des Einflusses der Oktave in der Schieberbewegimg eintritt. 

Für ein Beispiel nehmen wir an: 

«j = 25mni, £,= 40"; »^ = 5 mm, «^ = SO". 

Dei' praktische Ingenieur weifs, dafs der Einfluls des Obertones 
zwar für das eine Ende des Cylinders nützlich, für das andere da- 
gegen schädlich wii-kt, und dafs es daher im allgemeinen nicht zweck- 
mäfsig ist, ihn zu grofs werden zu lassen. Wir benutzen indessen 
diesen Umstand mit Erfolg bei unseren modernen vertikalen Dampf- 
maschinen, um für die Aufwartabewegung des Kolbens etwas mehr 
Füllung zu geben, als für die Abwärtsbewegung; auch können wir 
dadurch die Ui^leichheit der Füllung, welche durch die endliche Länge 
der Kurbelstange entsteht, teilweise ausgleichen. 

Kulissen- und Excentersteuerungen geben niemals einen wesent- 
lichen Oberton von der dreifachen Periodenzahl; von Bedeutung ist 
immer nur die Oktave der Haupts chwinguug. 

Bei der BramweUschen Steuerung wird durch die Anwendung 
von Stimiädem eiTeicht, dafs die Schieberbewegung nach folgendem 
Gesetze vor sieh geht; 

(2) a; = fljsin(gi + £,) -f a^sm(^qt -^ e^). 
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Äla Beispiel zeiclme man eine Kurve, welche diese Bewegung 
, für «1 = 30 mm, s^ = 47»; fl^ = 10 mm, s, = 62". 

Ist die äufsere Überdeckung gleich 25 mm und die innere 
gleich 0, so suche man die Lagen der Hauptkurbel, bei denen Ex- 
pansion, Vorausströmung, Kompression und Voreinströmung beginnen. 
Man zeige, dafs diese Steuerung, wie überhaupt jede Steuerung, deren 
Obertonschwingungszahl ein ungerades Vielfaches von der Schwingungs- 
zahl des Haupttones ist, auf beiden Cy linders eiten genau gleich- 
artig wirkt. 

123. Eine Bewegung erfolge nach dem Gesetze: 
(3) ^ = % cos (qj^t + Ey) + «a cos (q^t + e^), 

wobei q^ = Sjr/i und q^ =- 2jt/j ist. 

Hier besitzen die Einzelbewegui^en Terschiedene Periodizität; 
die zusammengesetzte Bewegung ist also nicht eine einfache barmo- 
nisehe Bewegung. Wir nehmen an, dafs a^ grÖfser als a^ sei, und dafs 
somit % cosf^jf+^j) die Hauptbewegung sei. Wir benutzen die gra- 
phische Methode der Untersuchung als die für diesen Fall bequemste. 
Zwei Kurbebi von der Länge a^ und a^ rotieren mit verschiedener 
Wink elg^ eh windigkeit; sie sind im gedachten Falle ereetzbar durch 
eine einzige Kurbel, welche mit variabeler Winkelgeschwindigkeit 
umläuft derart, dafs ihre mittlere Geschwindigkeit gleich derjenigen 
der ersten Kurbel ist. Aufserdem schwankt die Länge der resul- 
tierenden Kurbel fortwährend zwischen den Werten a^ + a^ und 
a, — % hiu und her. Ihre ßichtimg ist dauernd näher derjenigen 
der ersten Kurbel; sie pendelt um die Lage dieser ersten Kurbel 
hin und her*). Weicht q, nur wenig von q^ ab, so haben wir einen 
interessanten Spezialfall, der bei der Musik die „Scliwebnngen" er- 
zeugt: zwei Töne von 100 und 101 Schwingungen pro Sekunde geben 
in jeder Sekunde eine Schwebung. 

Einen analogen elektrischen Vorgang benutzen wir, um den Syn- 
chronismus von zwei Wechselstrommaschinen festzustellen: Eine Glüh- 
lampe wird an beide Maschinen angeschlossen und zeigt bei der 

*) Eeolmeriscli gestalten sidi die Yerhältniase so. Man setze: 

oo.(2«At + .,) _ CO, [2,f,t-a.K -«t + .,j 

und kann aladann a: auf die Gestalt bringen ; 

wo tangö eine leicht anzugebende Bedeutung hat und i- zu berechnen ist aas: 
r'-a,'+ a,'+ 2a, a, do. [2«(/; _«(+,, _,,], 
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Annäiieruiig an den Synchronismus durch peiiodisehes Aufleuchten 
und Erlöschen die Interferenz der beiden Spannungekurven an. 

Ein anderes Beispiel für diese Schwebungaerseheinungen bilden 
Ebbe und Flut, welche an der freien See ebenfalls nahezu dem obigen 
Gesetze folgen; «^ bezeichnet dann den Einflufs des Mondes, a^ den 
der Sonne. Hier gilt Oj -= 2,1 Og ; die Höhe einer Springflut (bei Neu- 
und Vollmond) Terhält sich daher zur Höhe einer Flut bei Quadratur 
des Mondes wie 3,1 zu 1,1. Das höchste Anschwellen der Flut sollte 
zeitlieh mit der Kulmination des Mondes zusammenfallen. In der 
That hetr'^ auch der Unterschied zwischen den Phasen der Flut 
und denen der täglichen scheinbaren Drehung des ]\Ionde8 um die 
Erde nie mehr als eine Stunde. 

124, Eine periodische Funktion der Zeit ist eine Funktion, 
welche nach Verlauf einer bestimmten Zeit T sich immer wieder in 
jeder Beziehung vollkommen kongruent wiederholt (inbezag auf ihre 
Momentanwerte, auf ihr Anwachsen u. s. w.). 

Dieser "Wert T heifst die „Periode" der Funktion, der reziproke 
Wert -,p = f wird die „Periodenzahl" genannt. Analytisch lautet die 
allgemeine Definition einer periodischen Funktion folgendermafsen : 

/■(*)- f(i + »T), 
wobei für n jede beliebige positive oder negative ganze Zahl ein- 
gesetzt werden darf. 

125. Auf die periodischen Punktionen bezieht sieh ein wichtiger 
Satz von Fourier, bei dessen genauem Beweise wir indessen nicht ver- 
weilen können. Dieser Satz besagt, dafs irgend eine periodische Funktion, 
deren vollständige Periode T Sekunden dauert (wobei q = -=-, ^ 2xf 
ist), ausgedrückt werden kann als Summe gewisser Sinn sf unkt ionen 
der Zeit, und zwar in folgender Gestalt: 

(1) /■(() - ^0 + A sin (g( + Bi) + A^ sin {2qt -f E^) 

4- A siii (^gi + -Eg) H . 

Diese Entwicklung entspricht genau der physikalischen That- 
Sache, dafs z. B. der Tön einer Orgelpfeife oder einer Geigensaite 
oder ii^end eines anderen musikalischen Instrumentes aus einem 
Grundton und seinen Obertonen besteht. 

Gleichung (1) läfst sich auch in folgender Form schreiben: 
f{t) = Jfl + «j sin qt + \ cos qt 

+ Oj sin 2^; + Jg cos '2qt-\ 1 u, s.w., 

woriu a^ -\- h^ = A^, tang E^= ' u. s. w. ist. 



y Google 



n. 126] Mittelwerte von sin sqt ■ cos rqt a. a. w. 225 

126. Die durch eine Sinnskurve und die Ahseisscnaxe einge- 
grenzte Fläche, berechnet für eine volle Periode der Kurve oder für 
eine ganze Anzahl von Perioden, hat den Gesamtinhalt Null. Dies 
ist aus dem Verlauf der Fläche insofern ersichtlich, als inhaltsgleiche 
Flächenteile oberhalb und unterhalb der Äbscissenaxe liegen. Die 
Rechnung gestaltet sich so: Man nehme für s eine ganze Zahl und 
setze 3 = -jT ; dann gilt : 

jsmsqt-dt'^— - [cos sqt\ = ~ (cos s -^,- T— cos Ol = 0, 

da cos s-^r^ cos s2n: = 1 und cos = 1 ist. 
Entsprechend gilt: 

fcoss(it-dt= ^ [sin s!/ij= ^(sin s~T- sin o) = 0, 

dft sins^-r=sins2ji = und sin = ist 

127. Man stelle für die einzelne Abecisse durch Multiplikation 
der Ordinateu zweier gegebenen SinuskiuTen die Ordinate einer neuen 
Kurve her; die Periode der letzteren wird das kleüiste gemeinschaft- 
liche Vielfache der Perioden der gegebenen Kurven sein. Die von 
der neuen Kurve und der Abscissenase eingegrenzte Fläche, be- 
rechnet für eine volle Periode, hat wieder den G-esamtinhalt Null. So 
hat man für zwei gan/jO Zahlen s und r: 

(1) Jsin sqt • cos r-gt .dt = 0, 

(2) Jsiüsqt- »in rqt • rft = 0, 

T 

(3) jcosfiqt- cosrqt • dt = 0; 

hier ist y = — . und im zweiten und dritten Falle selten ;■ und s 

q ' 

als von einander verschieden. 

Die Regeln (1), (2) und (3) mufs der Leser genau bearbeiten und 
zwar erstens als Übungen zur Integralrechnung, zweitens auf gra- 
phischem Wege. Der Lernende kann nicht genug Zeit darauf ver- 
wenden, diese Formeln, von verschiedenen Gesichtspunkten aus zu 
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vmtereuchen; er mufa ganz klar erkennen, wie eigentlicli das Ei^ebnis 
hier zustande kommt. Es lassen sieh die unter den Integralen (l)ff. 
stehenden Funktionen jedesmal in eine Summe zweier Sinusfunktionen 
spalten, wo alsdann das Integral jedes Summanden gleich Null ist. 
So bat man für Formel (1): 

2 sin sqt ■ cos rqt = sin (s + r)qt -i- sin (s — f)it, 
und nach Art. 126 liefert bei der Integration jeder der rechts stehen- 
den Summanden Nnll. 

Die Bedeutung der Formeln (1) bis (3) für die Anwendungen ist 
auf ser ordentlich grofs. 

Für s '^r gelten die Formeln (2) und (3) nicht mehr, wie 
schon bemerkt wurde; dagegen bleibt Formel (1) bestehen. Man 
hat nämhch: 



jsia^sgt • dt ^ jcos^sqt • dt = 



(i) 



während man in (1) für s — r das Integral von ^s'm2sqtdt erhalt, 
welches gleich Null ist. Aach die Formel (4) wolle der Leser sowohl 
graphisch als durch blofse Eochnung bearbeiten. Zu letzterem Zwecke 
ist die trigonometrische Formel heranzuziehen: 

cos 2* == 2 cos^ & - 1 = 1 - 2 sin^ &, 
aus welcher sieh ergiebt: 

cos^sgi = j cos 2 sqt + j, sin^sqt = j — -^ cos 2 sqt 
Die Ausführung der in (4) vorgeschriebenen Integration ist daraufhin 
sehr leicht. 




128. Graphische Erläuterung der Formel (4). In Figur ö9 sei 
ÖC=T. Man nehme s = 2 und hat in OPQBSG die zur Funk- 
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tion ahisqt gehörende Kurve. Die Maxima der Funttion (bei P und R) 
aind 1, die Minima (bei Q und S) aber —1. Knn beachte man, dafs 
ein^s^i beständig ^0 ist; die zugehörige Kurve ist in der Figur durch 
OPj^Qj^BiS^C bezeichnet. Dieselbe schwankt zwiachen den Werten 
und 1 hin und her, und der mittlere Wert der Funktion ist "^, so 
dafs die durch die letztere Kurve und die Abscisseaase im Inter- 
vall OC eingegrenzte Fläche den Inhalt ^T bekommt. Die That- 
sache, dafs der ölittelwert von siasqt • siarqt gleich Null, aber 
derjenige von &msqt- sin sqt gleich ~ ist, hat für den Ingenieur 
grofse Bedeutung. 

129. Beispiel aus der Elektrotechnik. £iri elektrisches Dynamo- 
meter enthält zwei Spulen; durch die eine, feste, lassen wir einen 
Strom von der Stärke C fliefsen; die andere, bewegliche, führe einen 
Strom c. In irgend einem Augenblicke ist nun die resultierende Kraft- 
wirkung der Spulen auf einander, und damit die Grofse des Dreh- 
momentes, proportional mit Cc. Sind G und c konstant, so können 
wir also das Produkt Cc messen. Ändern aber beide ihren Wert in 
raschem Wechsel, so erhalten wir nur den Mittelwert von Cc. 

Prof. Äyrton und ich haben nun folgendes hübsche und lehr- 
reiche Experiment ausgeführt: Wir sandten durch die feste Spule 
einen Strom, welcher einer Wechselstrommasehine entnommen vrorde 
und ungefähr sinusartigen Verlauf hatte; C= C(, sin23t/'(. Durch die 
andere Spule schickten wir einen Strom; e = CgSmS^tft, dessen Pe- 
riodenaahl f vergröfsert oder verkleinert werden konnte. Es war 
nun sehi- interessant, zu beobachten — und es wird den meisten 
praktischen Ingenieuren unbekannt, ja fast unglaublich sein — , dafs, 
obwohl starke Ströme durch beide Spulen flössen, doch keine be- 
merkbare Kraftwirkung derselben auf einander zustande kam, und 
dafs man also auch keinen Ausschlag des Instrumentes erhielt 

Dabei war f konstant gleich 100 pro Sekunde, während f stufen- 
weise vergröfsert wurde, etwa von 10 auf 20, 30, 40 und 49. Viel- 
leicht wurde zwischen 49 \mA 51 eine unsichere und zweifelhafte 
Einwirkung einer Spule auf die andere bemerkbar, doch nicht so, 
dalß man sie hätte messen können; als aber /" weiter wuchs, hörte 
auch diese Wirkung gänzlich auf. Bei f =60, 70, 80, 90, 97, 98 
und 99 wurde keine Wirkung beobachtet. Sobald aber /' den 
Wert 100 erreichte, konnte darüber, dafs eine staike mittlere Kraft 
zwischen beiden Spulen wirksam war, kein Zweifel mehr herrschen. 
Man konnte eine Ablesung machen und dieselbe eigab ("nach der 
mit G-leiehstrom geaichten Skala des Instrumentes) den Weri tCoCo! 
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wuchs nun /" (liier 100 hinaus, eo hörte die Wirkung plötzlich wieder 
auf und hlieh dauernd gleich Null, bis /"=-200 wurde; da konnte 
wieder ein Ausschlag festgestellt werden, aber diesmal nur ein kleiner. 
Bei weiterer Steigerung verschwand auch dieser wieder ^nzlich und 
trat erst hei f = 300 wieder auf u. s. w. 

Wir wissen aus Art. 126, dafs, wenn C und c genaue Sinus- 
funktionen gewesen wären, überhaupt nur dann eine Kraflwirkung 
hätte auftreten können, wenn die Periodenzahl genau übereinstimmte. 
In Wirklichkeit waren aber die Oktave und höhere harmonische 
Schwingungen abgeschwächt neben dem Grundtone vorhanden, und 
diese erzengten schwache Wirkungen auch dann, wenn f und /" sich 
zn einander verhielten wie 2 : 1 oder 1 : 2 oder 1:3 u. s. w. Dies 
Beispiel ist von gröfster Wichtigkeit für jeden Elektrotechniker, der 
mit elektrischen Wechselströmen zu rechnen hat. 

130. Iiitcgpationsüluiiigea. Cnndc seien zwei elektrische Wechsel- 
ströme. Wenn nun C=C^ sin^i und c = Ci^ sin(gi + e) ist und diese 
beiden Ströme durch die beiden Spulen eines Elektrodynamometers 
fliefsen, so zeigt das lusti-umeut den Wert \(\c^ cose an, da dies der 
Mittelwert des Produktes Cc ist. 

Sind die Beträge C und c gleich grofs, d. h. fliefst derselbe 
Strom C= Cosin(git-f e) durch die beiden (hinter einander geschal- 
teten) Spulen, so zeigt das Instrument den Mittelwert von C^ an, 
nämlich den Wert: 

(1) {-J'c/sin^(ai + e).rfi, 

und wir wissen aus Art, 128, dafs dieser Mittelwert gleich -^CV ist. 

Die Quadratwurzel einer dei-artigen Ablesung wird gewöhnlich als 

..effektiver Strom" bezeichnet, sodafs also — =Ca der effektive Wert 

" ' yt " 

von Cß smqt ist: Die effektive Stromstärke wird definiert als die 
Quadratwurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der Momentanwerte 
des Stromes. 

Wenn z. B. ein Elektrotechniker von einem Wechselstrom von 
100 Ampere spricht, so meint er, dafs die effektive Stromstärke 
100 Ampöre ist, oder dafs C= 141,4 sin (gi -f «) ist. Ebenso bedeutet 
eine Wechselstrom Spannung von 1000 Volt, dafs »= 1414sin(gi-|-(5) 
Volt sein soll. 

Übungsaufgaben. Wie grol's ist der effektive Wert von; 
»0 + J-i em(qt+ e^) -j- J.^ sin (2^if + e^) -\ ? 
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(Es ist zu beaehten, dafs nur die Qtmdraie der emzelnen Glieder einen 
Mittelwert besitzen, w'älirend das Integral irgend eines anderen Pro- 
duktes über eine vollständige Periode gleich KuU ist). 

Antwort: Ya^^ + i (J./ +~J^^ +"■•■)■ 

Man beachte, daTs nach diesem Ergebnis schwache ObertÖne nur 
von geringem Einflufs auf den effektiven Wert sind. 



In Art. 1.^4 werden wir sehen, dafs die in Figur 70 geKeichuete 
Kurve sich durch folgende Fourier'sche Reihe darsteßen läfst: 



(2) 



V = — 2 (singi-f isin32(+ isinbqi + ■ • ■) . 



ÖM ist dabei durch v^, bezeichnet, ö^ stellt die Zeit T dar; femer 
ist q= ■ 

Der effektive Wert von v ist für diesen Fall; 



Figur 71 zeigt eine andere Kurve mit folgender Gleichung: 
(4) V = ^ {sinqi — -lsm'dqt + j^^siaÖqt — ■ ■ -}. 



Dabei ist PM 
wird hier: 
(ö) 



- Va und OQ = T. Der Effektivwert von v 
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Man beachte auch hier wieder, wie wenig Einflnfs die Obertone 
auf das Resultat haben, welches fast allein von der Grundsehwingung 
—§■ sinqt abhängt. 

Übungsaufgabe, Es sei: 

(6) C ^ Cq + A^ s'mqt -\~ Hy cos qt -\- Ä^ sm2qt -{- B^ <ios2qi -[-.■. 
und 

(7) c — Cf,-\- % a'mqt -\- b^ conqt -\- a^ ain 2 qt -\- l>2 cos 2 qt -^ ■ ■ -. 
Gesucht wird der Mittelwert des Produktes Cc. Derselbe beträgt 

(8) OoCo + i (A«3 + I^A + Aa^ + A^s H ) ■ 

Man wird beim Nachrechnen finden, dafs Ausdrücke, wie -A^h^ 
oder A^hg dabei nicht Torkomraen, 

131. AJi und BG seien Teile einer elektrischen Leituug. 
(Figur 72). Der Teil AB enthalt den Widerstand B und keine Selbst- 
induktion; BC enthält den Widerstand r 
"^ --- ^■- " >- uji^ ^e Selbstinduktion l. Der Strom 
^^<u>/V'JW'>AA/vTirftr!nrsvT^ sei ein Wechselstrom von der Form 
^. ^^ C^ CgSmqt. Femer bedeuten Vat, 

Vbc , T^ao die nwmentanen Spannungs- 
differenzen zwischen den entsprechenden Punkten, und Vab, Vtc, I^oo 
sind die effeldivm Spannungsdifferenzen. Dann folgt (vergl. Art. 118): 

Va, = BCo- sin qi, 

Vbc = Cq Yr^ -\- Pq^ ■ sin (qt + arc taug -;-] , 

F„.= Col/(7rMf +"/V.sin{2i+ arctang jj-^--), 



'K, 


V-' 


BC„ 




r„ 


1 

^1/2 


rC.j/l + 


'i;f ^ 


y„ 


^ Vi 


(S + r) 0, 


yi+ 



(if+r)' 

Man beachte, Aafs F«o immer, kleiaep isti als Vah + Vi,e'- die 

effektive Spannung zwischen A und G ist stets kleiner als die Summe 
der zwischen A und B einerseits und zwischen ß und C andererseits 
gemessenen Spannungen. 
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Für ein Zahlen!) eis piel setze man: C„^ 141,4 Ämp,, R=l Ohm, 
r — 0,1 Ohm, Iq = 1, und rechne damit diese Verhältnisse noch ein- 
mal nach, welche hisweilen selbst einen Elektrotechniker in Erstaimen 
setzen. 

132. Regel für die Eutwickinng einer willkilrliclieii Funktion 
in eine Fonriersche Keihe*). 

Eine vorgelegte Funktion y der Zeit t habe die Periode T, sei 
jedoch im übrigen willkürlich gewählt. Sie werde durch die in 
Figur 73 gezeiclüicte Kurve dargestellt, in welcher OC die Periode T 
darstellt und J5P die zu einer beliebigen AbscisBe OE = t gehörende 
Ordinate y ist. In G folgt 
natürlich ein genau mit 
FFHCr kongruentes Eui-ven- 
stück. (An Stelle von ( kön- 
nen wir auch x oder irgend 
einen anderen Buchstaben ge- 
brauchen. In der That braucht 
die Abscisse nicht notwendig 
die Zeit darzustellen, sondern 
kann irgend eine andere Be- 
deutung, z. ß. diejenige einer 
Länge haben.) Man nehme 
folgenden Reihe entwickelbar sei: 

(1) ij = a^ + a^ smqt + a^ sm2qt + % amSqt + ■ ■ ■ 

+ h^ C08 qt + b^ OOB 2 qt + h^ cos Sqt ^ ■ ■ ■, 
wobei q in der Bedeutung gebraucht ist: 

'>-''t- 

Nach den Entwicklungen von Artikel 126 ist evident, dafs ß^ 
die mittlere HShe der Kurve oder der Mittelwert der It"unktion y im 
Intervall 00 ist. Man findet dieselbe gerade so, wie man die mitt- 
lere Höhe eines Indikator diagramm es bestimmt. Man umfährt mit 
einem Planimeter den Umriss OFPHGOO der zwischen der Kurve 
und der Abscissenaxe gelegenen Fläche und teilt den entspringenden 
Flächeninhalt durch die Länge T = OC Liegt die Kurve nicht ge- 
zeichnet vor, kennt man jedoch für eine Anzahl äquidJatanter Werte t, 
etwa für j-g 7', ^T, Igjf, ■■-, %T, die zi:^ehörigen Werte y, so ad- 

*) Fortsetzung von Art, 12.5. 




dafs ; 



in Gestalt der nach- 
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diere mau diese 36 Werte y und teile die Summe durch 36, wodurch 
ein Näherungswert der mittleren Hohe a^ gewonnen wird. Die Begrün- 
dung dieser Mafsregel ist diese: Der eben gemeinte F^cheninhalt ist 
gleich dem Integrale von y ■ dt im. Intervalle OC. Aher dies Integral 
ist zufolge (1) gleich a^T, d. h. gleich dem Integral des ersten Reihen- 
gliedes; denn die Integi-ale aller übrigen Glieder wie a^sinqt- dt oder 
\cosiiqt-dt sind Null lu der That gelten die Gleichungen: 

I smsqi-dt^O, j cossgt'dt — 
b ö 

für alle ganzen Zahlen s > 0. 

Weiterhin stellt sich a^ als doppelt genommene mittlere Hohe 
derjenigen Eurve dar, deren Ordinaten durch Multiplikation der Ordi- 
uaten in Figur 73 mit smqt entspringen. Multipliziert man uämlich 
in Gleichung (1) alle Glieder mit sbiqt ■ ät und integriert sodann 
zwischen und T, so folgt mit Benutzung von Artikel 127: 

(2) ('ysmqt-dt^O + a^fsm^qt-ät + + + ---=i-a^T. 

Teilt man das links stehende Integral durch T, so ergiebt sich die 
mittlere Höhe der genannten Kurve, sodafs in der That das Doppelte 
dieser Höhe gleich a^ ist. In analoger Weise findet man: 

(3) f'ycoegi-dt = ^\T. 

Ganz entsprechend ergiebt sich aus den Prinzipien des Artikel 127^ 
dais «., iiad 6, gleich den jeweils doppelt genommenen Mittelwerten 
von y %iasqt und ycossqt im Intervall OC sind: 

'',= -f j yaossqt-dt. 

133. In der Zeitschrift „Eledricicm" vom 5, Februar 1892 ent- 
wickelte der Verfasser ausführlich die Methode zur Berechnung der 
Koeffizienten a,, h^, falls die Werte der Funktion y für die oben schon 
genannten 36 Werte ^^T, ^^T, ■ ■ ■ gegeben sind. 
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In der gleichen Zeitsclirift Tom 28. Juni 1895 beschrieb der Ver- 
fasser eine graphische Methode zur Bestimmung der Koeffizienten, 
welche namentlich empfehlenswert ist, falls eine willkürliche Funktion 
durch ihre Kurve gegeben ist. 

Leser, welche die genannten Arbeiten nachsehen, mögen beachten, 
dafs die zur Bestimmung der einzelnen Koeffizienten erforderlichen 
Koordinaten ohne Mühe berechnet werden und ebenso leicht die 
Kurven gezeichnet sind. 

In dem a. a. 0. betrachteten Falle war die ursprüngliche Kurve, 
welche die Abhängigkeit der Funktion y von der Zeit i darstellte, 
auf der Mantelfläche eines Kr ei scy linders aufgetragen, dessen Umfang 
gerade der Periode T entsprach. Alsdann wurde die Kurve auf eine 
durch die Cylinderase und den Punkt ( = gelegte Diametralebene 
projiziert. Der doppelt genommene Inhalt der Fläche zwischen der 
projizierten Kurve und der Äbscissenaxe, geteilt durch den Cylinder- 
umfang T, liefert c(,. Indem man auf eine gegen die erste Ebene 
senkrechte Diametralebene projiziert, findet man entsprechend fcj^. Hier- 
auf hat man die Kurve in der Richtung der Abscissenaxe derart zu 
dehnen, dafs sie sich erst nach wiederholten, sagen wir gleich allgemein 
nach s Umläufen um den Cyiinder schliefst, anstatt nach einem Um- 
laufe. Projiziert man, alsdann wieder wie oben, teilt jedoch den dop- 
pelten Flächeninhalt durch den s-fachen Umfang s 2', so entspringen die 
Werte a, und h*). 

Vermittelst des harmonischen Analysators von Honrici, beschrieben 
in den „Froceedings of the Fhysical Sodety"**), gewinnt man die Koeffi- 

*) Die im Teste entwickelte Methode gründet sidi auf die Gleichung; 

«. = I7 /y sin sy( ■<;{ = — ^|!/d(oos 85*) = - ^W!/rf(co3S2(). 

Zeichnen wir e ne Eurve be wel her der fzur Ze t f vorl geado) Wert y 
die der ÄbBciase cos qt korreaiondie ende Ordinate st ^o "«itd die zugehörige 
mit einem Plaiiimeter a, 8Z messende FL. hp dar h — aa geteilt den Wert a, er- 
geben. 

Eine analoge B m k n^ kn j ft a eh a de Gle hung 



.if 



jlBn qt 



Die entwickelte graphische Methode benntKt man. auch mit Vorteil bei 
anderweitigen Entwicklungen, ■willkürlicher Funktionen in Reihen, ao z. B. bei 
Entwicklungen, die nach Kugelfunktionen oder Besselschen Funktionen, fort- 
schreiten. 

•*) Man vei^l. auch den „Katalog mathmiiatischer Modelle ete." von W. Djck 
(Manchen 1893), pag. 135 und 31S. 
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zienten aelir scbnell und genau. Die Methode Ton Wedmore, welche 
im j^oitmal of ihe Institution of Electrical Engineers" im März 1896 
veröffentlicht wurde, scheint mir auch sehr schnell vom Ziele zu führen, 
wenn mau für eiae Reihe äquidistanter Werte t die zugehörigen 
Functions werte y kennt. 

134. Ist eine periodische Funktion durch eine Kurve gegehen, 
die sich aus Stücken gerader Linien zusammensetzt, wie z. E. in den 
Figuren 70 und 71 (S. 229), so können wir die Koefazienten der 
Pourierschen Entwicklung auch leicht durch direkte Integration he- 
stimmen. Wir führen dies für 
die dem Elektrotechniker wohl- 
hekaunfce Kurve aus, welche in 
Figur 74 gegehen ist. Hier 
gilt y = OA = 2^0 konstant 
rT^ weiter ist y konstant = 
= 0Q = 2'. Offenhar hat man: 



_xz 



n_ 



im Intervall von i = bis t = ÖP = 
im Intervall von t = OP = ^T bis i 



Oj =-„ / 2Vf^smsqt-dt, ^>^ 7p / 2Vf^f:ossqt-dt, 



I für gerades s, 
'-■"- für ungerades s, 
^^-^(sins;r — sinO) = 0, 



---(cossjT — cosO) = 



Die durch Figur 74 dargestellte Funktion gestattet hiernach die 
folgende Pouriersche Entwicklung: 



(1) 



" + -^' (»in«' + l-sinSäf + Isiiiöji -| ). 



l/V 



Verschiebt man die in Figur 74 dargestellte Kurve soweit nach 
unten, dafs der Nullpunkt in der Mitte von OA hegt, so entspringt 
die Anordnung der Figur 75. Hier haben wir eine Funktion y, welche 
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in der ersten Hälfte der Periode konstant gleich «(,, in der zweiten 
Hälfte konstant gleich ~ Vf, ist, und die weiterhin immer nach Ver- 
lauf einer halben Periode eine entsprechende plötzliche Änderung er- 
fährt. Zur Darstellung dieser Punktion ^ haben wir in (1) rechter 
Hand blofs w^ zu subtrahieren, sodafs wir gewinnen: 

(2) y ^^(sinqt + ^a'mdqt + ^siabqt -\ ). 

Verschieben wir nunmehr im Sinne der x-Axe nach links, aodafa 
der neue Nullpunkt mitten zwischen und P gelegen ist, so hat 
man zur DarateUung der neuen Punktion y in der letzten Gleichung 
i-\-jT anstatt t zu setzen. An die SteUe Yon sinsqt tritt dem- 
entsprechend: 

smsq(t + '^l)^sms\^(t + ^T) = sin(sqt+s~^- 

Dieser Ausdruck wird, da nur ui^erade s zur Geltung kommen, 

= ßossqt für s= 1, 5, 9, 13,- ■ ■, 

= - coäsqt für s = 3, 7, 11, 15, ■ ■ -. 

Infolge dessen besitzt die neae Punktion die Entwicklung: 

if =] — -l(cos qt — ^cosSqi -|- Y cos 6qt — yCosTj/ -{-■■■). 

135. Zur Darstellung einer periodischen Punktion von z für 
alle endlichen Werte der Variabein liegt es immer am nächsten, sich 
solcher Reihen zu bedienen, derea eiazelne Glieder bereits ebeu diese 
Periode ba&en. Die trigonometrischen Punktionen sind die einfachsten 
periodischen Punktionen, und deshalb liefern die Pouriersehen Reihen 
die einfachsten Beihendarstellungen der gedachten Art. 

136. Sind die Werte von y als Punktion von x für alle x im 
Intervall vpn bis c gegeben, so kann man «/ in eine Reihe Itacli 
Sinus allein oder in eine solche nach Cosinus allein entwickeln. Wir 
sehen hier das Intervaü, in dem die Punktions werte gegeben sind, 
als die Hälfte einer vollen Periode an. Man wird alsdann hinter- 
her aus der Beihendaretellung selber leicht erkennen, welche Werte 
die Funktion in der anderen Periodenhälfte annimmt. In den bisher 
betrachteten Fällen war «/ stets im ganzen Periodenintervall und damit 
für alle Werte von x gegeben. 

1. Wir setzen für die Punktion »/ die Entwicklung an: 
1/ = a^s'mqa: -f a^sin^qx + agsin^qx + ■ ■ ■, 
wobei q = - ist. 
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Multiplizieren wir diese Gleichung rechts und links mit sin sqx ■ dx 
nnd integrieren zwischen den Grenzen und c, so veraehwinden rechter 
Haad alle Glieder bis auf: 



/" 



a^&Yor sqx-dx, 

welches sich zu \a^c berechnet, aodafs sich a^ als der doppelt ge- 
nonunene Mittelwert von y ■ sinsga; im Intervall von bis c ergiebt. 
Nimmt man z. B. für y den konstanten Wert m, so ist: 

2 / . , 2m r r 

rtj = - / m Sin sqx-ax = cossqx 

2Mi , ^ = — füi' ungerades ; 

f(^ = „ _. (coss^r — 1)| ^" 

(= für gerades s. 

Hieraus ergiebt sich: 



- — (sin ^a: + j ain 3^3; -|- 4- sin 5qx + ■■■). 



Ubnngsi 
durcli y ^ mx 



D wieder 9 ^ — ist. 
Für (I, findet mat 



IS- 



Wegen des hier auftretenden Integrals sehe man die Formel 70 in Artikel 271. 
Es folgt: 

n. Es gelte jetzt die Entwicklung: 

y ^\ + \eosq'j: + ögcosä^a: + fegCosS^« + ■■•. 
Hier ist offenbar h^ der Mittelwert von y im Intervall von bis c. 
Wie oben bestätigen wir, dals b^ der doppelt genommene Mittelwert 
von yaossqx im genannten Intervall ist. 

Übnngsaufgabe. Man entwickele jetat die im Intesrail von bis c durch 
y =: mx gegebene Funktion in eine Reihe nach Cosinus, Hier ist ersichtlich 
Ö„ = 4-™c, und wir finden: 

y = T — ^(eosg» + -J- cosS'jx + ^^ cosöfx -\ ). 
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ISi. In Artikel 118 haben wir eine Gleichving für einen elek- 
trischen Strom entwickelt. Es stellte sich dabei nocl. ein sehr kleines 
mit wachsendem t schnell versehwindendes Glied im Ausdruck für 
die Stromstärke C ein; wir werden dies Glied auch hier wieder rer- 
nachlässigen. Man beachte nun, dafs, wenn V nicht eine einfache 
Sinusfunttiou der Zeit, sondern eine kompliziertere periodische Punk- 
tion ist, jedes neue Glied in der Entwicklung von V ein entsprechendes 
Glied von der gleichen Periode in der Darstellung der Stromstärke C 
nach sieh zieht. Hat man also: 

(1) y= V, -f^ '^s ^^^(sqt + 0*), 

so wird für G die Dai-stellung entspringen: 

Ist Lq sehr grofs im Vergleich zu It, so haben wir näherungs- 
weise : 



(H) C = 



^u 



Wählt man somit für V die durch die Kurve der Figur 74 (S. 234) 
dargestellte Funktion: 

(4) F- F. + ''l' {miqt + i Bin.'iäi + • • ■), 

so ergieht sich für C: 

(ö) '^^ "b" ~" — ^-/^(coss' -f icosägi + ~cos55(+ ■ ■■). 

Diese Punktion wird durch die in Figur 71 (S, 229) gezeichnete 
Kurve versinnlicht , wenn man den Nullpunkt nach der Stelle - 
verschiebt. 

138. Wenn ein Elektrizitätswerk für eine Hausbeleuchtung 
oder für einen Motor elektrische Energie za liefern hat, so bemifet 
es die Leistung P in Watt als den Mittelwert des Produktes VC, 

*■) Das „Sunimeiizeichen" ^'bedeutet, dafs dei- unter demsellieii stehende 
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wobei C den Strom in Ampere und V die wirksame Spannung in 
Volt bezeichnet. 

Nun sei V=VQsmqt und C = €^ sin (qt — e). 

Dann ist P = -j C^uF^cose, d. i. gleich dem halben Produkt der 
beiden Amplituden multipliziert mit dem Cosinus des Phasenveraebie- 
bungawinkels (rergl. Nr. 23, S. 213). 

Wir können die Leistung messen, indem wir den Strom C durch 
die feste Spule eines Wattmeters schicken, wahrend die Spannung in 
der anderen, beweglichen. Spule einen Strom c eraeugt. Ist r der 
Widerstand dieser letzteren Spule und l ihre Selbstinduktion, so er- 
halten wir für den in ihr entstehenden Strom: 

(6) '^= - -".L."r^z--sin|(7( — arctang -} ■ 

^ ^ ■[/,-' + !'g' V ^ '■ / 

Das Drehmoment der Spule (welches allein der Messung ?.ugäng- 
lich ist) wird nun eraeugt durch die beiden Ströme C und c. Wir 
messen also eigentlieb, nicht den Mittelwert Yon CV, sondern den von 
Cc, nämlich: 

i , ■■-^-^— cos e — arctang ■ ■ 

Gewöhnlich ist indessen bei diesen Instrumenten der dünndrah- 
tigen Spule („Spannnngsspule") ein grofser induktionsfreier Widerstand 
voi^eschaltet, und man macht dadurch den Wert ?g im Vergleich mit 
r so klein, dafa sein Quadrat gegen r^ vollständig vernachlässigt werden 
kann. Ist dies der Fall, so gilt die Beziehung: 

Scheinliare Energie V r / 

Watre Enei^ie cob p. 

Nun beachte mau, dafs arctang— ein sehr kleiner Winkel ist; 

wir wollen ihn « nennen. Dann ist: 

Sohembare Eaergie cose ■ cosh4- sin« • siEß , . , 

— — -— — p— = = eos a-\- sm c; ■ tajig e . 

Wahre Bnei^ie cos e * 

Dabei ist cosk praktisch =1 und sin« sehr klein; infolge dessen 
möchte man wohl im ersten Augenblicke glauben, dafs wir auch das 
Resultat nahezu gleich 1 setzen können. Das trifft aber nicht unter 
allen Umständen zu. 

Ist nämlich e nahezu gleich 90", so wird die Tangente des 
Winkels aufs er ordentlich grofs und in diesem Falle kann die schein- 
bare Leistniig sehr viel gröfser sein als die wirkliche. 



y Google 




II. 138] PehlerfreieB Wattmeter. 239 

Indessen ist dieser Fall, daXa e sicli einem recliten Winkel nähert, 
selten. Er kommt nur vor "bei Spulen von grofsem Durehmesser ohne 
jedes Eisen, wenn auch noch Vorsiehtsmafsregeln getroffen sind, um 
die WirhelstrÖme zu vermeiden. Bei einer gewöhnlichen Drosselspule 
oder einem unhelasteten Transformator (wo e iheoreUsch = 90* werden 
sollte) bewirkt der Einflufs der Hysteresis, dafs dieser Winkel nicht 
über etwa 74" hinaus wächst. 

139. Instrument zur Messung der wirkliclien Leistung. Es 
seien i'(r und GD zwei über einander gewickelte Spulen eines Watt- 
meters, welche seinen festen Teil bilden, und DB die beweghehe 
Spule. Der Strom C + c tritt bei E ein und fliefst nach G. Ein 
Teil des Stromes von der Stärke c Ampfere 
durchfliefst dann den induktionsfreien Wider- 
stand GF von B Ohm; der Teil C fliefst 
dagegen von G nach D, von dort nach Jß 
und dann zu den Lampen oder Motoren. 
Der Momentanwert des Produktes B • c- C 
charakterisiert die momentane Nutzleistung, _ ^ 

Die Spulen SG' und Cr Z) sind nun aorg- ^. ^^ 

fältig so justiert, dafs bei c = und bei Ver- 
wendung von Gleichstrom die bewegliche Spule J)B keine Ablenkung; 
erfährt. Sehliefsen wir jetzt den Stromzweig GF, so erzeugt die 
kombinierte Wirkung des Stromes C+e (in der Spule FG) und des 
Stromes C in der Spule GD auf den Strom G in der Spule DB 
eine Kraft, resp. ein Drehmoment, dessen Gfröfae proportional mit. 
c - G ist; der Ausschlag des Instrumentes ist daher der Leistung; 
genau proportional. 

Nehmen wir anatatt des Gleichstromes Wechselstrom, so gelten 
genau dieselben Überlegungen, sofern nur die Entstehung von Fou- 
cault-Strömen vollständig verhindert wird. 

HO. Ein magnetisches Feld in der Richtung der x-A^e möge^ 
seine Stärke nach dem Gesetz X^asinqt andern, worin t die 
Zeit bedeutet. Ein anderes Feld in der ßichtung der y-Axe, welches, 
rechtwinklig zu dem ersteren steht, folge dem Getetze: Y=a coa qt. 
In irgend einem Augenblick ist dann das resultierende Feld: 

E = yx^TT"^ = ß 

und also gleich einer Konstanten, und büdct mit der a:-Axe einen 
Winkel #■, der dui-ch die Beziehungen: tang* = ^- oder &■ =- qt ge- 
geben ist. 
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Wir erhalten also ein konstantes Feld R, das mit einer kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit q amläuft. 

Haben die Einzelfelder eine PhasenTerschiebung gegen einander: 






<x igt + 6,) 



so empfiehlt es sieli, die Zusaminensetznng gi-aphiecli vorzunehmen. 
Das resultierende Feld wird dann nach GrÖfse und Richtung durch 
den Radiusvektor einer Ellipse dai^eateüfc, welcher in gleichen Zeit- 
räumen gleiche Flächen bestreicht. 

Eb seien OX und OY in Fig. 77 die beiden erwähnten Rich- 
tungen. Wir ziehen OA^ in der Richtung OX und machen es gleich 
ff^; mit OA^ als Radius beschreiben wir dann einen Kreis um 0. Femer 




■sei YOP der Winkel £^. Wir teilen nun den Kreis in eine gi-ofae 
Anzahl gleicher Teile, wobei wir von P ausgehen, und bezeichnen 
die Teilpunkte mit 0, 1, 2, 3 u. s. w. Von diesen Punkten aus ziehen 
wir Parallelen zu OY. 

In gleicher Weise machen wir OA^ in der Richtung Y gleich a^. 
Wir beschreiben einen Kreis mit OA. als Radius, tragen den Winkel 
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lagnetischen Felder. 



X'0§ = % ^^ T^*^"^ teilen auch diesen Kreis dureh die Punkte 0, 1, 
2, 3 u. s. w. in die gleiche Anzahl Teile wie den eraten. Nun ziehen 
wir von diesen Punkten Parallelen zu OX, welche die vorhin ge- 
zogenen korrespondierenden Parallelen zu OY seimeiden. Der Radius- 
vektor des Schnittpunktes zweier entsprechender Linien stellt — für 
den dureh die Ziffern angedeuteten Augenhliek — nach Gfröfse und 
Eiehtung das resultierende m^netische Feld dar. 

Liegen OX und OY nicht rechtwinklig zu einander, so behält 
doch die eben angegebene Anweisung für die Konstruktion ihre 
Grültigkeit bei. 

Teilen wir den Kreis OA^ nur in halb so viele Teile als OÄ^, 
so erhalten wir die Kombination eines Feldes: 



mit einem zweiten; 



X = »^ sin (gi + e^) 
Y = a^ s'm {2 qt + s^). 



Wünschen wir die Kombination von zwei Feldern X und Y dar- 
zustellen, wenn ])eide ganz beliebige periodische Funktionen von ver- 
schiedener Form und verschiedener Periodenzahl sind, so zeichnen 
wir auf den beiden Feldaxen 
je eine voHe Periode auf 
(Fig. 78). Die Kurve zwi- 
schen Tl/g und N^ stelle eine 
Periode des Y-Feldes dar, 
die Kurve zwischen iüfj und 
^-i eine Periode des X- 
Feldes. M^N^ und iff.iV, 
fiittd die beiden periodischen 
Zeiten. Sind nun P^ und 
Pj zwei Punkte auf den 
beiden Kurven, welche zu 
«ineni und demselben Zeit- 
monient gehören, so ziehen 

wir eine Horizontale durch Pj ^^^ schneiden sie mit einer durch P^ 
gelegten Vertikalen im Punkte P; dautt giebt OF für diesen ABgen- 
blick das resultierende maguetische Feld nach Richtung nud GrSfse 
an. Man führe diese Konstruktion sorgfältig durch. Sie iät an- 
wendbar auf alle möglichen Aufgaben über die Zusammensetzung 
periodischer Vorgänge, nicht nur auf die Kombination von magneti- 
schen Feldern. 

141. Mechauische Schwingungen. Der Studierende möge sich 
darin üben, die Gleichung (1) in Art. 119 aus der mathematischen 
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Formelsprache in die Ausdrucksweise des Laien zu übertragen. Wir 
. voraus, dafa er das getlian hat, und wollen jetzt die Bewegung 
eines Körpers von W Kilogramm Gewicht betrachten, 
welcher an einer Feder Mngt. Die Stärke der Feder 
sei so gewählt, daiä eine Kraft von 1 kg sie um h cm 
verlängert. 

Wir nehmen an, dafs der Körper vertikale Sehwin- 
..^^-0 gungen ausführt. Wenn er in der Lage CC liegt (Fi- 
gur 79), X cm unterhalb seiner Gleichgewichtslage 00, 



BiB- '»- so ist die Kraft, welche ihn in seine Gleichgewichtslage 

zurückzuziehen versucht, gleich j- kg. Nun ist die Masse des schwingen- 
den Körpers gleich — (die Masse der Feder wollen wir vernachlässigen; 
wir könnten sie auch dadurch berücksichtigen, dafs wir eui Drittel 
derselben zu der Masse des schwingenden Körpers addieren). Folglich 
gilt die Gleichung: 

■ ßeschieuniaung — -,- - 

Die Beschleunigung ist demnach gleich -~j^; sie ist also propor- 
tional mit X, sodafs die Gleichungen des Art. 119 zutreffen. 

Unser Wert -^^^ steht jetzt für q^ in Gleichung (1), und Glei- 
chung (2) zeigt uns folglich das Gesetz, welches die Werte x und i 
mit einander verknüpft. 

Man beachte dabei wohl, dafs dae Pluszeichen in Gleichung (1) 
richtig ist: Der Körper bewegt sich abwärts und x wachet, sodalä 
TT positiv ist; dagegen ist ^tf negativ, weil der Körper sich um so 
langsamer bewegt, je gröfser x wird. 

142. Angenommen, auf den schwingenden Körper wirke aufser 
der Kraft der Feder noch eine bremsende Kraft, welche seiner Ge- 
schwindigkeit proportional, nämlich, in kg gemessen, gleich ft-^^ist. 
Diese Kraft wirkt in derselben Richtung, wie die Kraft ■^, d. h. auf- 
wärts, nach der Gleichgewichtslage hin; folglich können wir schreiben: 

(1) 

Wir werden später sehen, welche Beziehung hei dieser ge- 
dämpften Schwjngnng zwischen X und t besteht. 
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143. Wir wollen nun annehnieii, dafs bei dem letzten Beispiele 
der Äufhängniigspaiikt B ebenfalls Schwiugnngen ansfUlirt. In dem 

Äugenblicke, wo sich der Eörper x cm unterhalb seiner Ruhelage be- 
findet, sei der Punkt B um y cm gegenüber seiner ursprünglichen 
Lage nach unten verschoben. Die Feder hat sich dann in Wirklich- 
keit nur um (jk — y) cm verlängert, und die nach oben wirkende 
Federkraft beträgt also nur . kg. Infolge dessen wird an Stelle 
Ton (1) jetzt die folgende Gleichung treten; 

(2) 



Wd^x 



Nun möge die Bewegung y als eine Funktion der Zeit gegeben 
sein; gesucht sei x ebenfalls als eine Funktion der Zeit. Die Be- 
wegung y veranlafet eine Bewegung der Masse W, die wir als er- 
zwungene Schwingung zu bezeichnen pflegen. Ist y=0, so erhalten 
wir die natürliche oder freie Schwingung des Körpers. 

Wir geben dieses Beispiel nicht, um es jetzt sogleich zu lösen, 
obwohl das nicht übermäfsig schwer wäre; sondern wir wollten den 
Leeer mit Differentialgleichungen vertraut machen und ihn dazu an- 
regen, dieselben aus der Formelsprache in Worte zu kleiden. 

144, Pendelschwingungen. Es bezeichne & den Winfeel, um 
welchen sich ein fester schwingender Körper (etwa die Unruhe einer 
Taschenuhr) von seiner Gleichgewichtslage entfernt hat; femer sei J 
sein Trägheitsmoment in Bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt 
gelegte Axe, und jS& die Summe der Richtkraftmomente in Bezug 
auf dieselbe Axe. Endlieh sei F -^ das Moment der Reibungskräfte, 
welches proportional mit der Geschwindigkeit angenommen wird. 
Dann ist: 

(3) J^ + F^ + S9 = R^', 

wobei ■9'' den erzwungenen Winkelausachlag des Gehäuses oder Rahmens 
bedeutet, an dem die Spii'alfedem oder die sonstigen richtenden Kräfte 
befestigt sind, 

145. Die folgende Aufgabe ist ein ganz besonders lehrreiches 
Beispiel einer erzwungenen Schwingung. Wir greifen zurück auf 
Beispiel 1 des Art. 98, wo wir CB als die Spannungsdifferenz an 
den Enden eines Stromkreises fanden, welcher die beiden Belegungen 
des Kondensators mit einander verbindet. Ziehen wir für diesen 
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Stromfcreia die Selbstindiiktion L mit in Rechnung, so ergiebt sieb 
für die Spannung v die Beziehung: 

(4) .-ÜC + if. 

Wir können aber noch weiter geben und den Fall betrachten, 
dafs ein Wechselatromgenerator mit der elektomotorischen Kraft e 
auf diesen Stromtreia ■wirkt. Dabei soll die Richtung der Spannung 
e positiv gerechnet werden, wenn sie den in Figur 58 eingezeichneten 
Strom zu unterdrücken sucht. In diesem Falle gilt: 

(5) J!C+Lf,-,-e. 

Nun sahen wir aber, dafs der Strom gegeben ist durch; 

(6) c-irg. 

Wir setzen diesen Wert für C in (5) ein und erhalten: 

— BK-,- — LK^TiT = v — e, 
dt dt^ ' 

(7) /,ffS+Kffg + , = .. 

Nun sei e als eine Funktion der Zeit gegeben und v als Funk- 
tion der Zeit gesucht. Dann haben wir wieder eine den beiden letzten 
Beispielen ganz analoge Beziehung. Die Spannung e veranlafst die 
Entstehung eines erzwungenen Wechselstromes. Ist e = 0, so er- 
halten wir nur die natürliche Schwingung des Systems. Haben wir v 
gefundeuj so ergiebt sieh C aus Gleichung (6). 

146. Wenn wir (7) mit (2) oder mit (3) vergleichen, so er- 
kennen wir sofort die Analogie zwischen einem schwingenden mecha- 
nischen System nnd einem elektrischen. Wir brauchen die Glei- 
chungen nur folgendermafsen unter einander zu schreiben: 

(^) 7 dt^ + ^ rfl" + T "" ft (mechanische Schwingung). 

(^^ ^ W'^ -^ ^'^li'^i (elektrische Schwingung). 

Die Masse — entspricht dem Selb stinduktionsko effizienten L. 
Der Reibungswiderstand pro Einheit der Geschwindigkeit entspricht 
dem elektrischen Widerstände R. Die Verschiebung x entspricht der 
Spannung r; um die Analogie scheinbar noch koiTekter auszudrücken, 
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können wir auch v als den Quotienten aus Q, der „verschobenen" 
Elektrizitätsmenge, und K, der Eapaj;ität, betrachten Die Nachgiebig 
keit 7t der Feder entspricht der Kapazität i des Kondensitoii Die 
erzwungene Verschiebung y entspricht endliih der erzwungenen elektii 
sehen Spannung e des Generators. 

147. Die vollständige Lösung von (S) odei [%), d h die For 
mulieruüg von x oder v als Funktion von (, niuls offenbii die beiden 
folgenden Spezialfälle mit einscbliefsen : 

1. Den Fall, dafs y oder e gleich ■wiid Dann hiben wu die 
natUrlicte Schwingung des Systems, welche je nach dei Grofse des 
mechanischen bezw. des elektrischen Widerstandes langsamei odei 
schneller verschwindet. 

Wir werden später die Untersuchung dieser Schwingungen wieder 
aufiiehraen. Ea wird aber auch jetzt schon ohne weiteies emieuchtenj 
dafs für y = oder e = unsere Gleichungen zeigen, was emtntt, 
wenn das System sich selbst überlassen wud 

2. Die allgemeine Lösung mufs femei den Fdll mit einschhefsen, 
daXs nur die erzwungenen Schwingungen eintreten Duich Summie 
rung beider Einzelschwingungen, der freien und dei erzwui^enen, 
kann man natilrhch auch umgekehrt wiedei du- Gesamtbewegung ei 
halten (vergl. Art. 1.^2). 

148. Erzwungene Scliwingungen. Da die mechanischen md 
elektrischen Vorgänge einander analog sind, so können wir hier unsere 
Betrachtungen auf eine der beiden Gruppen beschranken Wii wählen 
dazu diejenige, welche unserer Anschauung nahei hegt, ilso die 
mechanische. Wir wollen vorläufig von dem Emflufs der Reibung 
absehen und auch die natürlichen Schwingungen vem ichlas sigen, ob 
wohl dieselben eigentlich nur dann unbeachtet gelassen weiden dürfen, 
wenn etwas Reibung vorhanden ist. 

Die Gleichung (8) geht beim Fehlen der Reibung über in: 

(if) 'Ii' + m»^ --[?»!'■ 

Nun sei i) — a sinqt die Bewegung, welche dem oberen Be- 
festigungspunkfce der Spiralfeder, an der W hängt, aufgezwungen 
wird. Ist 1/ irgend eine kompliziertere periodische Funktion von t, 
so entwickeln wir dieselbe in eine Fouriersche Reihe und behandeln 
jedes Glied derselben einzeln; so können wir jede verwickelte Be- 
wegung auf den angenommenen einfachen Fall zurückführen. Für 
2/ = ergiebt sieb, wie wir bereits wissen, die natürliche Schwingung 
des Körpers: 
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246 ErEwungene Schwingungea. [U. 148 

a. _ S sin (i]/jj + .,,), 
worin b und m ganz beliebige Werte haben können. 

Ea ist zweckmäfsig, für den Ausdruck --f£v die Bezeichnung n^ 
einzuführen, da wir aus demselben die Quadratwurzel zu ziehen haben. 
Dann ist n gleich Sremal der Periodenzahl der natürlichen Schwingung 
von W, und wir schreiben also die Gleichung (10) hesser in folgen- 
der Form: 

(11) ^^ + ,',:-n'!i-n'a,mqt 

Nun wollen wir annehmen, dafs es eine Lösung der Gleichung 
von der Form: 

x = Ä ■ smqt -f £ ■ cosqf 
giebt. Dann ist: 

TTj- = — Äq^ • 6mqi — Brf ■ cosgt.' 

Diese beiden Ausdrücke tragen wir in (11) ein und erhalten durch 
Gleichsetzen der Koeffizienten von amqt und cosg^: 

— Äq^ + n^A = n^ßt; A = -^_^ ^ 

~ Bq^ + n^B = 0; £ = (wenn nicht n = q ist). 
Unsere Lösung lautet demnach ; 

(12) a;-= ,'"—. shioi. 
- ' H^ — g- -' 

Diese Gleichung zeigt, dafs die erzwungene Schwingung des 
Körpers W synchron mit der Bewegung des Aufhängepunktes er- 
folgt; ihre Amplitude ist indessen , mal so grofs, als die des 

Äufhängepunktes. ^ ~ „5 

Nun wollen wir ein wenig mit Zahlen rechnen, um uns die Be- 
deutung der Lösung noch mehr zu veranschaulichen. Wir setzen 
« = 1 und nehmen für — der Reihe nach kleine und gröfaere Zahlen- 
werte an. So hedeute z. B. -^ = ^^ , dafs die natürliche Schwingung 
10 mal so schnell erfolgt, als die erzwungene. In der folgenden 
Tabelle sind die Amplituden der erzwungenen Schwingung zusammen- 
gestellt, welche sich für die verschiedenen Werte von - - ergeben: 
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Auftreten det Besonanz, 



9 


Amplitude 
der 


ä 


Amplitude 
der 




Bewegung 
von W 




Bewegung 
von W 


0,1 


1,01 


1,0 


CO 


0,5 


1,333 


1,01 


-60 


0,8 


2,778 


1,03 


- 16,4 


0,9 


6,263 


1,1 


- 4,762 


0,95 


10,26 


1,5 


- 0,800 


0,97 


16,92 


2,0 


- 0,333 


0,98 


25,25 


6,0 


- 0,042 


0,99 


»0,25 


10,0 


- 0,010 



Man beachte, dafs bei sehr Meinen Werten Ton — die Amplitude 
der erzwiingenen Schwingung fast genau gleich a wird. Ist alüo 



die erzwungene Schwingung gegenüber der freien eine sehr 1; 
so wird die Bewegung des Körpers W fast eine genaue Kopie der Be- 
wegung des Aufhängepunktes; die Feder und W bewegen «ich dann 
wie ein starrer Körper. Nimuit aber die Periodenzahl der erzwungenen 
Schwingung au, so wird die Bewegung Ton W eiiie genane Ver- 
grö6ePUng der Bewegung von S- wird die erzwungene Periode 
nahezu gleich der natürlichen, so müfste diese Vergröfserang ins Un- 
endliche wachsen. Nur die nie ganz vermeidbare ßeibung hält dann 
die Amplitude der Schwingung iu endlichen Grenzen. Ist dagegen 
die Zeitdauer der erzwungenen Periode kleiner als die der natürlichen, 
so eüt W immer eine halbe Periode hinter B her, und ist auf dem 
höchsten Funkt seiner Schwingung angelangt, wenn B sich an der 
tiefsten Stelle befindet. Wird die erzwungene Periodenzahl mehrmals 
gröfser als die natürliche, so bleibt die Bewegung von W nur sehr 
klein; der Körper befindet sich dann nahezu in Ruhe. 

Der Konstrukteur eiaes Erdbebenregistrierapparates braucht 
einen Fixpunkt, welcher sieh nicht mit bewegt, wenn alles übrige 
schwankt. Für die vertikale Bewegung ist bei dem zuletzt betrachteten 
Verhältnis der beiden Sehwiogungsperioden TF'ein derartiger Fixpunkt. 

Auch der Fall, dafs die natürliche und die erzwungene Periode 
iiahezu übereinstimmen, ist von praktischer Bedeutung: Bei musika- 
lischen lustnimenten ist er die Vorbedingung für das Auftreten der 
Resonanz, Bei unseren Hängebrücken suchen wir ihn ängstlich zu 
vermeiden und lassen Truppenabteilungen stets „ohne Tritt" passieren. 
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34S Schwingung eines DampfmaschiDeu-IndikiitDrB. [ü. IIS 

Bei Wechsdsf^omdynamos erzeugt er das gefiirehtete ,jAiifsertrittfallen". 
Bei rytlunisclieii WindstÖfsen, deren Periode unglücklicherweiee mit 
der natiirliclien Schwingungszeit eines Schornsteines zusammenfallt, 
hilft aucK die sorgfältigste Vorausbereehnuiig der Stabilität nickte. 
So könnten wir leicht zwanzig interessante Beispiele anführen, hei 
denen das oben entwickelte Prinzip in den Überlegungen des prak- 
tischen Ingenieurs benutzt wird. 

Der Leser mag nun die Analogie in Bezug anf die elektrischen 
Vorgänge selbst durchrechnen und die Hertzschen Schwingungen 
studieren. 

149. Schwingung eines Dampfmaschinen-Indikators. Der Aus- 
schlag des Schreibstiftes soll für jeden Augenblick genau die Gröfse 
des Dampfdruckes auf den Kolben angeben. Dies setzt voraus, dafs 
die natürliche Schwingung des Instrumentes seht schnell durch die 
Reibung vemiehtet wird. Nun würde aber jede Reibung zwischen 
festen Körpern Ungenauigkeiten hervorrufen, und in der That kann 
man beobachten, dafs ein schlecht in Stand gehaltenes Instrument 
unter allen Umständen zu grofse Diagramme erzeugt. Deswegen ist 
man genötigt, die Reibung auf das erreichbare Minimum zu reduzieren 
und mnfs sieb damit begnügen, die periodische Zeit der Eigenschwin- 
gung des Indikatorkolbens möglichst klein zu machen. In der Praxis 
finden wir, dafs es genügt, wenn die natürliche Schwingungszeit des 
Instrumentes etwa zwanzigmal kleiner ist, als die der Maschine; dann 
zeigt das Di^-amm nur wenige kleine Wellen, welche diirch die 
natürlichen Schwingungen des Indikators hervorgerufen sind. Ist da- 
gegen die natürliche Periode nur zehnmal kürzer als die der Maschine, 
so erseheinen die Druckschwankungen im Diagramme bereits der- 
mafsen Übertrieben, dafs dasselbe unbrauchbar ist. 

Die natürliche sekundliche Periodenzahl einer Masse - an dem 



Ende einer Feder von der Elastizität 7t (vergl. Artikel 141) 1 

-T/^^, wenn wir die Reibung vernachlässigen; in Artikel 160 

werden wir auf den Einflufs der Eeibung näher eingehen. Wie grofs 
ist nun die natürliche Periodenzahl eines zusammengesetzten Mecha- 
nismus, wie wir ihn an unserem Indikator haben, der ebenfalls durch 
eine Feder in die Nulllage zurückgeführt wird? 

Antwort: In irgend einem Punkte des Indikat-ormechanismus 

befinde sieh eine Masse — ; dieselbe erleide eine Veracbiebunsr s.wenn 

ff ' . . . ■ . 

die Verschiebung des Federendpunktes (bei einem gewöhnlichen Indi- 
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n. 149] Schwingung eines DampfmaBchinen-Indikatots. 249 

kator zugleich die des Kolbens) gleich 1 ist. Nun denke man sich 
die Masse — ersetzt durch eine Masse s" — , welche am Ende der 
Feder angel)racht ist. Dann ergiebt sich die Periodenzabl: 



Um dies noch besser zu veransehaulichenj betrachten wir den in 
Figur 80 dargestellten Fall: 0^-B ist ein gewichtsloser Hebel, welcher 
bei drehbar gelagert und bei B mit der Masse W (kg) fest ver- 
bunden ist. Die gewichtslose Feder greift im Funkte Ä an. Wenn 
A aus der Gleichgewichtslage nach unten 
um den Weg x bewegt wird, so entsteht in 4- 

der Feder eine Zusatzkraft -v^ ■ Die Winkel- a 

Veränderung des Hebels in der Richtung des g 

Uhrzeigers beträgt dabei ^-j ■ S 

N'un ist das Produkt aus Trägheits- ^ 
moment und Winkelbeaehleunigung nume- , ^ 

risch gleich dem Moment der wirkenden 

Kräfte. Das Trägheitsmoment ist aber OB^, die Winkelbeschleu- 
nigung' , worin x" für - , gesetzt wurde, sodafs also: 



wird. 

Nun ist der Wert, den wir vorhin mit s bezeichnet haben. 

OA 
x^W steht also jetzt an Stelle des früheren W, das unmittelbar mit 
dem Ende der Feder verbunden war. 

150. Erdbebenindikator, Figur 81 zeigt ein Instrument, welches 
gebraucht wird, um schnelle vertikale Schwankungen des Erdbodens 
anzuzeigen. 

Die Masse CPQ ist im Punkte P auf einer Schneide oder auf 
Friktionsrollen gelagert. Der Schwerpunkt G befindet sieh in gleicher 
Höhe mit P und Q. Wir setzen 

"FG = a, GQ = b und 'PQ = a + h=^ l. 
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250 Erdbebenindikator. [H. 160 

Die senkreelite Feder ÄE und der Faden RQ tragen den "Körper 
im Punkte Q. 

Bei der wirklichen Ausführung des Apparates ist AB eine 
Ayi-ton-Perry-Feder, welche durch Drehung des Zeigers B die relative 
Bewegung von Q gegen A 
angiebt; wir wollen die Träg- 
heit der Feder und d 
hier vernachlässigen und s 
nehmen, dafs der Zeiger die 
relative Bewegung von Q 
gegen A genau registriert. 

Es wüi-de die Betrachtung 

vereinfachen, wenn wir nur 

diejenigen Kräfte bei Pund Q 

berücksichtigen, welche aufser den bei der Gleichgewichtslage schon 

vorhandenen auftreten; aber um deutlicher zu sein, wollen wir doch 

lieber alle wirkenden Kräfte in die E,eclmung einführen. 

Wenn ein Korper in irgend einer Richtung parallel zur Papier- 
ebene in Bewegung gerat, so erhalten wir eine Bewegungsgleiehung, 
indem wir die resultierende Kraft nnmeriscli gleich dem Produkt 
aus der Masse und der linearen Besclilennignng des Scliwerpnnktes 
in der Uiclitung der resultierenden Kraft setzen. Eine zweite Glei- 
chung erhalten wir dadurch, dafs wir das Moment der resultierenden 
Kraft in Bezug auf eine rechtwinklig znr Papierehene dnrch den 
Schwerpunkt gelegt« Axe gleich dem Produkt aus der Wiukelhe- 
schleunigung und dem Trägheitsmoment in Bezug auf dieselhe Axe 
setzen. 

Wir woUen die Buchstaben x, x' und %" benutzen, um den zu- 
rückgelegten Weg, die Geschwindigkeit und < 

bezeichnen: x und 3^' stehen also für -j-r und -^-r- 
' dt dt^ 

Nun mögen die Punkte P und A eine Bewegung x^ nach ab- 
wärts machen. Der Punkt Q bewege sieh nm x nach abwärts. Die 
Spannung der Feder ist dann ^ = ^0 -f c(x — iCj), wobei c eine be- 
kannte Konstante ist (nämlich der reziproke Wert der GrÖfse h, welche 
wir in Artikel 141 einführten). 

W sei das Gewicht des Körpers, P,, und Q,, die nach oben ge- 
richteten Kräfte, welche in den Punkten P und Q wirken, wenn sich 
der Körper in der Gleicl^ewichtslage befindet. Die Gleichgewichts- 
; für den Ruhezustand ergiebt also: 

QJa -\-b)^Wa und P^ + Q^ = W. 
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Wir haben also: 

= f?o + c(a^ - x^). 
In dem betrachteten Augenblicke hat sieh nun G um das Stiick 

— i-^x, -\ r-^x nach unten verschoben. Uer erstere der oben 

zitierten Sätze ergiebt also: 

(2) M-_p_e_-^:(sv' + „^",-_.-|---. 

Der Korper hat sich seit seiner Ruhelage in Bezug auf seinen 
Schwerpunkt um den Winkel — -j-^ im Sinne des Uhrzeigers ge- 
dreht. Bezeichnet J das Trägheitsmoment in Bezug auf den Schwer- 
punkt ö, so ergiebt also der zweite vorhin erwähnte Satz die Be- 



(3) -«s + p«-_,-:^--J (»"-,<'). 

In (2) und (3) setzen wir nun den Wert für Q ein und elimi- 
nieren P. Bezeichnen wir dann noch ■ mit M und J mit Mk^j 
sodass k den Trägheitsradius in Bezug auf G bedeutet, so erhalten 

Bedeutet \ den Trägheitsradius in Bezug auf den Unteratützungs- 
punkt P, so vereLufacht sieh Gleichung (4) noch weiter zu: 

x" -\- rfix = e°-x^' -\- n^x^. 

Darin steht n für irl/iiij ist also das 2jt-fache der natürUchen 
Schwiugungszahl ; e^ steht für 1 — ^ ■ 

Nun wollen wir anstatt des Ausdruckes x — x^ eine besondere 
Bezeichnung y einfähren, weil nicht x und Xi selbst, sondern nur 
ihre Differenz, die relative Bewegung, der direkten Beobachtung zu- 
gängUch ist. 

y ist also die an der Zeigerskala registrierte Bewegung, wenn 
die Auftiängepunkte mit dem ganzen Raum und mit dem F 
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die Bewegung x^ madien. Setzen wir y = a; — ai, resp. x ^ y + x, 
in die letzte Gleichuiig ein, so erhalten ivir: 

y" + xl' + n\y + «J == e^x" + n^Xy . 

Daraus folgt: 

(5) y" + n^y = (e^ - l)x^" 

(6) y"+n^y + i-W=0. 

Jetzt wollen wir für die Schwingungen der Erdoberfläche einen 
sinusartigen Verlauf Toraussetzen : 

Xy = A ■ Bmq t. 

Wir -v emai'hla-i'jigen die Reibung, um uns die Beehnung zu ver- 
emfacheii Trotzdem wollen wir annehmen, dafs genug Beibung vor- 
handen sei, um die natürlichen Schwingungen des Apparates unmerk- 
bai zu machen Nehmen wir nun für y die Fonn an: 

y = asm qt, 
so erhalten wir nach Foi-mel (12) S. 246: 



d. h.: die scheinbare Bewegung von A gegen Q (und dies ist die 
Bewegung, welche der Zeiger der Äyrton-Perry-Feder angieht, oder 
welche ein leichter Spiegel mit Hülfe eines Lichtstrahles auf einen 
Schirm projiziert) ist (.— j--ä- j)-mal so stark als die wii'kliehe 
Bewegung des ßahmenwerkes, des Raumes und des Beobachters. Ist 
q grofs im Vergleich mit n, z. B. mehr als fünfmal so grofa, so können 
wir annehmen, dafs der Betrag der scheinbaren Bewegung gleich dem 
(,-3] -fachen der wirklichen Bewegung luid unabhängig von der Pe- 
riode ist. Folglieh wird jedes periodische Behcii (dessen periodische 
Zeit kleiner als ein Fünftel der periodischen Zeit des Apparates ist) 
getreu aufgezeichnet. Würde man al = 1i^ machen, 8odafa also Q 
der sogenannte Perkussionspunkt wird, so würde Q ein Fixpunkt 
sein und im Räume feststehen. Die praktische Ausführung sehliefst 
sich indessen meistens mehr unserer Skizze an, und Q ist daher 
keineswegs immer ein Fixpunkt. 

Instnunente ähnlicher Art werden benutzt für die Aufzeichnung 
der horizontalen Bewegung von Ost nach West, und ebenso für die 
von Kord nach Süd. 
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151. Eine Gleichung, welche aufBer x und y auch noch ^ oder 
^ ^ oder noch weitere Differeutialquofcienten von y in Bezug auf x 
enthält, heifst eine „Differentialgleicliang". Wir werden sehen, dafs 
wir durch derartige Differentialgleichungen sehr allgemeine Arten der 
Abhängigkeit zwischen x und y zu definieren im Stande sind. 

Wenn z. B. x eine Länge und t die Zeit bedeutet, so sagt die 
Differentialgleichung -^.3 = aus, daJs -^^ (die Beschleunigung) kon- 
stant ist. In jener Differentialgleichung besitzen wir also den aUge- 
meinsten Äusdmck für eine gleichförmig beschleunigte Bewegung. 
Wenn wir durch Integration zu der Gleichung .-j- = a übei^ehen, so 
treffen wir damit die bereits bestimmtere Festsetzung, daCs die uuTer- 
iinderliche Beschleunigung bekannt und gleich a sein soll. Stellen 
wir durch eine zweite Integration die Gleichung her: 
dx , , , 

äi -" + ''■ 

so ist in der Bestimmimg der Bewegung ein weiterer Schritt gethan, 
insofern wir angaben, dafs die Geschwindigkeit zur Zeit i = gleich 
h sein solL Gehen wir ihu-ch eine dritte Integration zu: 

x^^at^ + ht + c 
über, so bestimmen wir, dafs ic = c zur Zeit t — zutreffen soll. 

Späterhin wird noch deuthcher werden, dafs viele der verbreitet sten 
Abhängigkeitsgesetze sich in der Gestalt TOn Differentialgleiebungen 
in höchst einfache Aus drucksformen kleiden. Daher wird es von 
grofser Wichtigkeit sein, dafs der Studierende, falls ihm eine Diffe- 
rentialgleichung begegnet, lernt, die durch dieselbe definierte Abhängig- 
keit zwischen x und y in Worte zu kleiden und damit in die sonst 
übliche Gestalt überzuführen. 

153. Eine Gleichung der Gestalt: 

in welcher P, Q, B, S und X Punktionen von x allein sind, wird als 
lineare DifferentialgleiclHHlg bezeichnet, weil y und die Diä'erential- 
quotienten von y nach x in derselben nnr im ersten Grade ent- 
halten sind. 

Für den Maschineningenieur und Elektrotechniker kommen meist 
nur Gleichungen in Betracht, in denen die P, Q, ■ ■ . bis auf X auch 



y Google 



Lineare Differentialgleichungen 



von X unabhäi^ig und also konstant sind. Die Gleichiongen (8) und 
(9) in Artikel 146 sind hierher gehörige Beispiele. 

Unten werden wir sehen, wie wir die allgemeine Lösung der 
Gleichung (1) im Falle, daTs X konstant gleich ist, finden können. 
Allgemein heifst dabei die Lösung in dem Sinne, dafs sich jede 
denkbare Lösung als partikulärer Fall der fraglichen aligemeinen 
Lösung einordnet. Wir nehmen an, dafs i/ = f(x) diese allgemeine 
Lösung sei. Alsdann werden wir noch sehen, dafs die Punktion f{x) 
vier willkürliche Konstanten einschliefst, der Ordnung 4 des höchsten 
in (1) auftretenden DifFerentialquotienten ^-^ entsprechend. Ändern 
wir jetzt die rechte Seite unserer Differentialgleichung dahin ah, dafs 
X nicht mehr konstant gleich ist, sondern eine Funktion von X 
bedeutet, und können wir für die so gedachte Gleichung eine parti- 
kuläre Lösung tf = F(x) angeben, so wird in 

,j - fix) + F{x) 

gleichfalls eine Lösung dieser letzteren Differentialgleichung gewonnen 
sein; und zwar ist es, wie wir im dritten Kapitel zeigen werden, die 
allgemeine Lösung derselben. 

Bis zum Schlüsse des vorliegenden Kapitels betrachten wir einzig 
Differentialgleichungen mit konstantem P, Q, R, S; wir schreiben 
dann die Differentialgleichung besser in der Gestalt: 

(2) p, + Af-% + Sp{+c'J + Ey-X, 

^ ' dm' ' diK^ dm* ' dx ' " ' 

wo alsdann A, B, C, E Konstanten sind und X eine Funktion von x 
allein bedeutet. 

Manchmal wenden wir an Stelle von (2) die abgekürzte Schreib- 
weise an: 

(3) (£ + -^£ + »£+Cs + ^)!' = ^- 

153. Der allereinfachste hier eintretende Fall liefert die Differential- 
gleichung: 



Hier habm wir offenbar (of. Art, 97) in 
(5) s - Me" 

die allgemeine Lösung, wobei M eine willlrnrliebe Konstante ist. 



y Google 
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154. Als «weites Beispiel setzen wir an; 

Durch direkte Ausreeliimiig seilen wir, dafs: 

(7) i/ = JKe''"+i\re-^^ 

die allgemeine Lösung darstellt, ■wobei M und N zwei willkürliclie 
Konstanten bedeuten. 

Setzen wir hingegen: 

(8) g+«'!/-0, 

SO müfsten wir in (6) für a den Wert ni, unter i die Wurzel y— 1 
verstanden, eintragen und würden ans (7) die Lösnng: 

(9) y = Me''^ + Ne-"'^ 

der Gleiehui^ (8) gewinnen. Versuchen wir, oh dies wirklieh eine 
Lösung ist, indem wir mit i wie mit einer i-eellen ttröfse rechnen 
und also i^ = — 1, i^ = — -i, i* = 1, i^ = i, ... setaen, so zeigt sieh, 
dafa die in (9) dai^estellte Funktion y in der That unsere Differential- 
gleichung befriedigt. Aber welche Bedeutung sollen wir solch einem 
Ausdruck, wie dem in (9) rechts stehenden, beilegen? Indem wir 
uns der merkwürdigen Analogien erimiern, welche zwischen der Ex- 
ponentialfunktion und den Funktionen Sinus und Cosinus bestehen 
(vergl. Art. 106), setzen wir: 

(10) y ^ M^ sin mit + JV"^ cosnx 

und finden durch Rechnung, dafs wir die allgemeine Lösung der 
ö-leichung (8) auch in dieser Form schreiben können. 

Da wir nun in (9) wie in (10) beide Male die .allgememe Lösung 
(cf. Art. 152) haben, insofern in beiden Ausdrücken zwei willkürliche 
(reelle oder imaginäre) Konstanten enthalten sind, ao haben wir die 
Ausdrücke (9) und (10) als mit einander yollsländig gleichwertig an- 
zusehen. Als lehrreiche Übung empfehlen wir dem Leser, vermöge der 
in Art. 106 angegebenen Ausdrücke des Sinns und Cosinus durch 
die Exponentialfunktion den Ausdruck (10) iu die Gestalt (9) zu 
bringen, wobei er sieh nur auf den Standpunkt stellen mufs, dafs 
die willkürlichen Konstanten nicht reell zu sein brauchen. Es ist 
hiernach für den Ingenieur durchaus nicht imwichtig, gelegentlich 
auch von solchen Gröfsen Gebrauch zu machen, welche die Mathe- 
matiker als imaginär bezeichnen. 
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Lineare Differentialgleicliiiiigen mit konatanten Koeffizienten, [II. 15f 



165. Wir gehen jetzt weiter zu einer beliebigen Differential- 
gleichung (2) mit konstanten Koeffizienten und verscliwindender 
rechten Seite, X=:0, und Tcrsuchen, dieselbe durch eine Funktion 
der Gestalt 1/ — Me""" zu befriedigen. Hierzu ist, wie wir finden, 
hinreichend, dafa m die Grleichung erfüllt: 

(1) )w* + Am^ + Bm^ + Cm + E = 0. 

Man bezeichnet die letztere gewöhnlieh als eine Hilfsgleichung. 
Wir bestimmen die vier Wurzeln m^, m^, m^, m^ derselben, d.h. die- 
jenigen vier Werte von m, welche die Gleichung (1) befeiedigen, 
und haben dann in: 

y = Mj^e""'^ -\- M^e'"'''-i- _Zlise™»^+ M^e'"*"^ 
die allgemeine Lösung der Gleichung (2), falls X mit identisch 
ist; Mj^, Jlfg, . . . sind hierbei willkürliche Eonstanten. 

166. Um in dieser Weise die Gleichung: 

d«* ' d/ü* ' dx' dx ■> 

zu lösen, setzen wir j/ = e™^ und finden, dafs m die Gleichung: 

»j* -|- hm^ -|- Öm^ — hm — 6 = 
befriedigen mufs. 

Setzen wir m = l ein, so ist die Hilfsgleichnng befriedigt, so- 
dafs «i = 1 eine Losung der letzteren ist. Teilen wir die linke Seite 
durch ™ — 1, so restiert eine Gleichung dritten Grades, welche die 
Wurzel m — — \ hat. Kacb Division durch m -f 1 bleibt eine 
quadratische Gleichung, die die beiden noch rückständigen Wurzeln 
ra = — 2 und wi = — 3 liefert. Hiernach ist: 

mit den willkürHchen Konstanten M-^,M^, ... die allgemeine Lösung. 
157. Es möge jetzt die Hüfagleichung (1) eine komplexe Wurzel 
m + ni haben, wo * = ]/—! ist. Nach bekannten Sätzen der Algebra 
kommen derartige komplexe Wurzeln immer paarweise vor; hat man 
nämlich eine Wurzel m -\- ni, so findet sich immer auch noch die 
Wurzel m — ni ein. Lassen wir die der dritten und vierten Wurzel 
entsprechenden Gheder aus, so hat y gegenwärtig die Gestalt: 

hierfür können wir nach Art. 154 auch schreiben: 
y ^ e™'(-M sin nx + N cos nx), 
wo M und N wülkürhehe Konstanten bedeuten. 
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158. Man nelime ferner an, dafa zwei Wurzebi der Hilfs- 
gleichung einander gleich werden. Nennen wir ilireii gemeinsamen 
"Wert m, so würde der Ausdruck: 

ms fe n n z la ^1 1 d n ih er s cl auf M + M^)e"^' oder 

Me z aammenz eht n 1 diso nur e w 11k rlicl e E.onstante auf- 
we t wahrend docl n 1er allgeme nen LoauH jene 1 eiden Wurzeln 
entspre hen l Konata t<> entl alte ^e n m ssen In diesem Falle 

nehmen w r uise e Zuüu ht z emem Kun t ffe W r nehmen zwei 
W rzeln der Hilfsgle hung n 1er C eatalt » in 1 -\-h aa und 
««teilen nns vor daf 1 e Grol'ip / men U ch kl n wird. Für y 
haben wii dann. 

Dieser Ausdruck läfst sich aber imter Benutzung der in Art. 97 an- 
gegebenen Reihenentwicklimg: 

so umgestalten: 

y = e''-(lfi + -Ma + M^hx + M,~ + ■ ■ ^■ 

Man setze jetzt M^h = N und laaae, während h unendlich klein wii-d, 
itfj in der Art zunehmen, dafs M^h = N eiaem willkürlieh zu wählen- 
den Werte gleich wird. Zugleich setze man M^ + M^ = M tmd ge- 
winnt, indem M^h^ = Nh, M^h^ = Nh^, . . . yerschwinden, für y den 
Ausdruck : 

y^e ■'{M+ Nxi 

Wenn diesei Gedankengang dem Leset nicht recht einleuchten 
wiU, so möge ei sich eiinuern, dala man ><tets duith direkte Bech- 
nung, iiambch durch Eintragung des ingenebeiftn Ausdrucks von y 
in die Diffeientiilgleichung, die Richtigkeit dieses \usdrueks be- 
stätigen kann. 

.159. Durch die vorstehenden Entwicklungen sind wir zu fol- 
gender allgemeinen Regel für die Lösung linearer Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten hingeführt: Die vorgelegte 
Differentialgleichung sei: 
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Man bilde alsdann die Hilfsgleichung: 

m" + Am"-^ + Bm"-^ -\ \- Gm-\- H= 0. 

Der Ausdruck der ToUstämdigen Lösung y wird sieli in Göstalt 
einer Reilie von Gliedern folgender Art darstellen: Für die einzelne 
der unterschiedenen reellen Wurzeln m, die etwa «j heifse, tritt ein 
Glied ilfjC"'^ ein; für das einzelne Paar imaginärer Wurzeln Kg ± ß^i 
folgen die Glieder: 

e'''-^{M am ß^ * + ^\ fo'^ ih ' ' 
Hierbei sind M-^^, M^, N^ wiUkuiliülio Is.onat<mten, und e& jtilt die An- 
nahme, dafs die betreffende Wuizel m nur einmal nntei allen «Wur- 
zeln der Hilfsgleichung voikommt Demgegcnubei entspricht einer 
r-fachen Wurzel tn das Produkt von e""" mit einem Polynom (r—lf"^ 
Grades in x, d. h. ein Ausdruck von der Gestalt: 

e'""(lfi + M^x + M^x^ + ■ ■ ■ + M^x--"^). 
Beispiel. Zu lösen sei die Differentialgleichung: 

= 0. 

Man bilde die Hilfsgleichung und wird leicht bestätigen, dafs 
deren fünf Wurzeln die folgenden sind: 

_ 3, _ ;j^ _ 2, ~ 2 + 3»/ - 2 - 3f 
Folglich hat man ak Lösung; 

y = (M^ + N^x)e~^'' + M^e-^'' + «-»■"{ü/g sin 3a; + N^ cos Sä). 
Übungsaufgaben. 

1) Man integriere die Differentialgleichung: -=-^ — 4-?- + 3j/ = 0. 
Antwort : y = Ae^'' + Bif. 



2) Man integriere: ^-^ — 10^^ + 34j/ = 0. 

Antwort: y = e*^(4 sin Zx -\- B cos 3^:). 
3} Man integriere: g + ög + 9», = 0. 

Antwort: y ^ {A -\- Bx)e~^''. 
4) Man mtegriere: f ^, _ 12 ^ + 62 ^ - 1S6 ^ 

ST hat man die Hilfsgleichung: 

m^ - \2m^ + 62m^ - 156m + 169 = 0, 
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in deren linker Seite man ein volisiändiges Quadrat erkennt. Als 
Wurzeln der Hilfsgieichung finden aich: 

3 + 2i, 3 + 2», 3-2*, 3 - 2i. 

Dem entspricht folgende aUgemeine LÖstmg: 

y = e»^[(J^ + B^x) sin 2x + {A,^ + B^x) cos 2«]. 

Wir werden nun ein Beispiel Ton sehr wichtiger physikaliaclier 
Bedeutung behandeln. 

160. Natllrliclie SciwingHiigeii. 

Beispiel. Wir betrachteten in Artikel 146 u. f. ein mechanisches 
System, welches mit einem Freiheitsgrade schwingt, und yerglichen 
seine Bewegung mit dem Wogen des Stromes in einem elektrischen 
System, welches aus einem Kondensator und einer Spule mit Wider- 
stand und Selbstinduktion besteht. Wir vernachlässigten indessen bei 
dem mechanischen System die Reibung, bei dem elektrischen den 
Ohmsehen Widerstand. Jetzt wollen wir die natürlichen Schwingungen 
der Systeme studieren und dabei auch die Reibung berücksichtigen. 

Wir wühlen daau wie vorhin das mechanische Problem: Ein 
Gewicht von Tfkg hängt an dem Ende einer Feder, welche sich bei 
einer Belastung von - kg um x cm verlängert; eine Reibung, welche 
gleich dem Produkte der Eonstanten h und der Geschwindigkeit ist, 
sucht die Bewegung zu dampfen. Dann gilt die Gleichung ( 
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Wir bilden die Hilfsgleichung und finden für die beiden Wurzeln 
die Werte; 

Wir bekommen nun verschiedene Losungen für unsere Frage, 
jenaehdem sieh /' und n zu einander verhalten. Aufserdem : 
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wir die Anfangsbeditigimgeii der Bewegung kennen, um die wüLkür- 
liohen Konstanten ermitteln zu können. Die Zeit wollen wir von dem 
Augenlilicke ab rechnen, wo iC = ist, und die Gesell windigkeit in 
diesem Augenblicke werde mit Vg bezeiclinet. Es kommen mm die 
folgenden vier Fälle in Betracht: 

I. Es sei /■ > », und die Wurzeln m seien — a und — ß. 
n. Es sei /" = « ; die Wurzeln sind dann ~ f und — f. 
TTT Es sei / < «, und die Wurzeln seien — a ±hi. 
IV. Es sei ^=0; die Wurzeln sind dann ±ni. 
Jetzt wenden wir unsere Regel von Artikel 159 au und erhalten 
im Falle I: 

x = Ae-"' + Be-!". 

Da wir zudem wissen, dafs bei a: = auch ( = und -,- = v^ 
ist, so können wir A und B ermitteln und also x als eine Punktion 
von ( darstellen. 

Im Falle 11 lautet die Lösung: 

x = {A + B()e~^'- 
im FaEe III: 

a; = «""'(-^ sinÖi + -Bcosöi); 
im Falle IV: 

X -= A «w.nt -\- B Gos nt. 

161. Jetzt wollen wir dieselben vier Fälle unter Zugrundelegui^ 
bestimmter Zahlenwerte noch einmal betrachten. Der Leser darf 
überzeugt sein, dafs die hier und bei ähnlichen Aufgaben auf solche 
Wiederholuugsreehnungen verwendete Zeit niemala verloren ist. 

Man setze w = 3 und nehme dann für f verschiedene Werte an. 
Um die vier Fälle bequem mit einander vergleichen zu können, setzen 
wir für den Zeitpunkt if = bei allen a; = und "j* = *^ ä^ ' 

Fall IV. Es sei /*= 0, dann ist: x = Ä sinbi + Bcoa dt 

Das ergiebt für den Nullpunkt der Zeit: = J. ■ + 5 ■ 1, so- 
dafs J5 = wird. 

Ferner ist -t. =- 3 J. CosS3^ — 3Bsin3;, also zur Zeit ^ = 0: 
Ö = 3A, 
sodafs A^j = 2 wird. Die Bewegungskurve heifst also: Ä: = 2.sin3(. 
Danach ist die Kurve 4, Figur 82 gezeichnet. Sie ist natürlich eine 
Sinuskurve und stellt eine ungedämpfte einfache harmonische Be- 
wegung dar. 
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Fall in. Es sei f=Oß. Die Hilfsgleicbung ergiebt dann: 
m 0,3 ± yOfid - 9 0,3 + 2,985?". 

Wir haben also die Werte « — 0,3 und h = 2,985 in die Glei- 
chung: 

(1) X = e~'"{A siüht -\- B eosfti) 

einzusetzen. 

Wir haben nun zwar noch nicht gelernt, ein Produkt zu diffe- 
renzieren, obwohl wir die Regel hierfür schon in Artikel 90 an- 




deuteten. Kapitel III wird nna viele Beispiele für diese Regel bringen. 
Indem wir sie einstweilen als bekannt Toraussetzen, finden wir: 

(2) ll ae-"'(;4 sinftil + B cosU) ■+ be-'"(A wbU -Bsinhi). 

Nun setzen wir die Werte a; = und -37 = 6 fSr den Augen- 
blick t=0 ein. Dann ergiebt sieh aus (1): B=0 und aus (2); 

S-bÄ; J._| = J-^2,01. 

Daraus folgt dann: 

^=2,01-e-<'^='sin2,985i. 

Diese Bewegung ist durch die Kurve 3 in Figur 82 dargestellt. 
Man beaehte, dafs sich infolge der Reibung die Zeitdauer einer Periode 
gegenüber dem vorigen Falle geändert hat. 
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Fall II. Es sei /"= 3. Dann, sind die beiden Wurzeln m der 
Hilfsgleicliung einander gleich, und zwar gleich — 3. Folglieh wird: 

(3) X = {A -\- Bt)e-^K 

Hier haben wir wieder ein Produkt zu differenzieren und erhalten: 

(4) ^f _a-"-3(J. + JJ0e-". 
Wir setzen wieder die Anfangsbedingungen ein: 

^ = und ^ - 6 für t = 0. 
Dann ergiebt Gleichung (3): 

und Gleichung (4): 
Folglich wird: 

Diese Funktion ist durch Kurve 2 in Figur 82 graphisch dargestellt. 
Fall I. Es sei f—5. Die Wurzeln der Hilfsgleichung sind 
dann — 9 und — 1. Also ergiebt sich: 

X = Ae^^' + Be~', 

^£- = -9Ae-'-"~Iie-'. 

Nach Einsetzen der Anfangsbedingungen folgt: 

= A + £, (^^-9A-S 
und daraus: 

A=-^, -Ö- + I', 
ffodafs 

wirdj wie es die Kurve 1 in Figur 82 darstellt. 

Der Leser sollte nun als zweite Aufgabe ein ähnhches Beispiel 
mit den Anfangsbedingungen a; = 10 und -37 = für t = durch- 
rechnen. 

Dies würde sich auf die Bewegung eines Körpers beziehen, 
welcher im Augenblicke (=0 sich selbst überlassen wird, oder bei 
dem elektrischen Beispiel auf den Entladestrom eines Kondensators, 
wenn die Entladung zur Zeit t = beginnt. 
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Man beachte, dafs man durch Differentiation von Gleichung (1) 
Artikel 160 in Bezug auf t (wobei wir anstatt jr den Buchataben v 
schreiben wollen) erhält: 

dt^ ^ W dt ^ Wh 

Wir haben demnach genaii dasselbe Gesetz für die Geschwindig- 
keit (sowie auch für die Beschleunigui^), welches auch für x selbst gilt. 

Ebenso finden wir bei dem elektrischen Beispiel, da Z'-^ die 
Stromstärke ai^ebt, durch Differentiation genau dasselbe Gesetz für 
den Strom wie für die Spannui^. 

NatürUch können durch den Einflufs der Anfangsbedingungen 
Verschiedenheiten entstehen. 

162. Wenn die rechte Seite einer linearen Differentialgleichung 
(wie in (2) Artikel 152) nicht gleich ist, so kommt dies hei dem 
eben besprochenen mechanischen Probleme darauf hinaus, dafs unsere 
Lösung sowohl die erzwungene Bewegung eines Systems als auch 
seine natürlichen Schwingungen darstellen soll. Hier ist es der Mühe 
wert, das Problem von einem Gesichtspunkte aus zu betrachten, 
welcher durch das folgende einfache Beispiel illustriert wird. 

Zu lösen sei Gleichung (11) aus Artikel 148: 

(1) gj + »'«-»'a,in5*. 

Das ist die Gleichung für die Bewegung eines Systems, welches 
mit einem Grade der Freiheit und ohne Reibung schwingt. 
Wir differenzieren zweimal und finden: 

d>x , ,d:'-x SB-, 

Wir multiplizieren nun Gleichung (1) mit ^ und addieren diese 
Gleichung zu der letzten. Dann erhalten wir: 

(2) «f + K + rt'S + «'«v = o- 

Die Hiifsgleichung zur Lösung von (2) heifst: 

(3) m* + («ä + g^)m^ + qH^ = 0, 

und wir finden, dafs dafür ± ni zwei Wurzeln und ± qt die beiden 
anderen Wurzeln sind. Polglich haben wir als allgemeine Losung: 

(4) 3? = j1 sin nt -\- B cos nt -\- C sin qt-'r B cos qt. 
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Sehwicgnngen der Stimmgabeln. 



pi. 162 



Nun haben wir aber erat durch die Differentiation von (1) die 
beiden Gröfaen C und I) ala neue willkürliche Konstanten eingeführt; 
folglich müssen wir dadurch, dafa wir (4) in die ursprüngliche Glei- 
chung einaetzen, die wahren Werte Ton C und D finden, die in der 
That nicht willkürlich sind. Es ist nämlich zu beachten, dafs wir 
durch Differentiation Ton (1) und "Übergang zur Gleichung (2) das 
System beweglichep machen oder ihm' einen höheren Grad der Frei- 
heit geben. Wir können auch sagen, dafs wir es zu einem Teile 
eines gröfaeren Systems machen, eines Systems, dessen natürliche 
Schwingungen durch Gleichung (4) gegeben sind. 

Wenn wir eine Masse an dem Ende einer Feder schwingen lassen, 
so bleibt der gemeinsame Schwerpunkt der Masse, des tragenden 
Rahmens und des starr mit demselben verbundenen Raumes unbe- 
weglich. Folglich treten in dem stütsenden Böhmen Schwingungen 
auf und es entsteht eine Reibung, welche diese Schwingungen zu 
dämpfen sucht. Ist dagegen noch eine zweite ebenfalls schwingende 
Masse vorhanden, so kann dadurch dies Vibrieren des Fundamentes 
verringert werden. 

Wenn z. B. in Figur 83 Jli am Ende der Blattfeder MA schwingt, 
welche in dem Schraubstock A fest eingeklemmt ist, so mufs jede 
~ n. M nach rechts be- 



{mJ \H) {^J gleitet sein von einer 1 

A und seiner Unterlage nach links. 
Haben wir aber zwei Massen M^ und 
M2 (wie bei einer Stimmgabel), welche, 
sich in jedem AugenbHck in entgegen- 
geaetzter Richtung bewegen, so braucht 
das Fundament keine Schwingungen 
mitzumachen. Folglich schwingt das 
^ System Jlf^, M^ so, als ob weniger 
Reibung vorhanden wäre als bei nur 
\ einer Masse, d. h. längere Zeit. Dieser 
Kunstgriff findet bei der Stimmgabel 
praktische Anwendung. Sollten an- 
fangs, beim Ansehlagen der Stimm- 
gabel, die Bewegungen von M^ und M^ nicht genau symmetrisch 
erfolgen, so wird die Symmetrie doch sehr bald eintreten; denn jede 
Bewegungskomponente, welche eine Versciiebung des Schwerpunktes 
der nnterstUtzenden Masse bedingt, wird durch die auftretende Reihting 
sehr schnell so gedämpft, dafs sie gänzlich verschwindet. 

Der Konstrukteur von Dampfmaschinen und der Fabrikbesitzer, 
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welcher Dampfmasehinen in Städten aufstellen mufs, wo Erschüt- 
terungen des Bodens nicht zulässig sind, ist genötigt, auf diese Ver- 
hältnisse Rücksicht zu nehmen. 

163. In Formel (3) Artikel 152 hatten wir auf die Funktion y 
Ton X eine ziemlich verwickelte Operation auszuüben. Manchmal 
schreiben wir diese Gleichung in der symbohschen Gestalt: 

die durchaus dasselbe besagen soll, wie die Gleichung (3) Artikel 152. 
Hier schreibt Oy einfach vor, dafs y nach x differenziert werden soU, 
entsprechend ö^y, dafs y zweimal nach x zu differenzieren ist, u. s. w;. 
Man hat hier natürlich 9, 8^, . . . nur als Operation ssymbole auf- 
zufassen, was ja nicht schwer sein wird. Wir brauchen sonach kaum 
auszusprechen, dafs 6^y nicht etwa das Quadrat einer Gröfse 6 mul- 
tipliziert mit y bedeutet; es ist dies vielmehr nur ein abgekürztes 
Zeichen für die Vorschrift, dafs y zweimal nach x zu differenzieren 
ist. Das Symbol 66y würde dasselbe bedeuten. Was wird nun bei 
dieser Art symbolischer Schreibweise (6 + a)y bedeuten? Offenba.r 
g + ay. Was bedeutet (6^ + Ad + E)y? Nichts anderes als: 

S + ^^i+^i-' 

{0 ■+■ a)y schreibt also vor, dafs wir y differenzieren soUen und zum 
Differentialquotienten das Produkt von a und y zu addieren haben; 
denn a ist nur ein Multiplikator, während 6 ein Operationssymbol 
ist. Gleichwohl beachte man, daTs (ö + a)y = $y + ay gilt, als ob 
6 ein Zahlenfaktor wäre. 

In der That finden wir, dafs 6 in derartigen Gleichungen zwischen 
■Operationssyrabolen vielfach das Verhalten einer Zahl besitzt, obwohl 
es natürlich keineswegs eine solche darstellt. 

Sind u und v zwei Funktionen von x, so gilt bekanntlich: 

Wir können sagen, dafs hierdurch das distributive Gesetz zum Aus- 
druck kommt. 

Ist andrerseits a eine Constante, so gilt: 
d(au) = a6u, 
oder die Operation 6a ist gleichwertig mit ad. Hier sprechen wir 
vom kommntativen Gesetze. 

Endlich gilt ö"ö'" = ö"'+", wodurch das Exponent! algesetz zum 
Ausdruck kommt. 
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Sind diese drei Gesetze erfiilltj so folgt ans ihnen eine Reihe 
weiterer Regeln zur Umformung algebraisclier Ausdrücke. Nur muTs 
man sieh hüten, das Operationssymbol 6 etwa in jedem Falle wie 
eine Zahl zu behandeln. Man beachte z. B., dafs für den Fall, wo 
« und V Punktionen von x sind, v6u, was u-,— bedeutet, sehr ver- 
schieden von 9{uv) ist. 

Man wolle jetzt die Operation Q -yh auf (6 + ü)y ausüben, wo- 
bei: 

{6 + a)y ^ 0j/ + «j/ = g + ay 

ist. Die Operation 6 -{-h sehreibt vor, den Ausdruck ,-- + ay nach 

X zu differenzieren (was j-s+f^j ergiebt) und das (i-fache von 

-3^ + a« zu addieren. Folglich erhalten wir 

1-^ + 4"- + S 3^ + «*!/ oder ^ + (<, + 6) j-» + «Sj, 
oder 

[e^ + ia + b^e + a^y. 

Wir sehen demnach, dafe die Kombination: 
(« + !,) (9 + ») 
der beiden Operationen $ + a und $ + b dasselbe Resultat ergiebt, 

ld^ + {a + i)d + abl 

Auf diese Weise überzeugt man sich, dafs das Operationssjmbol 
9 in den hier betrachteten Kombinationen wieder das Verhalten wie 
eine Zahlgröfse zeigt, so lange die Gröfsen a,h, . . . Konstanten sind. 
Man beachte hierbei auch noch die Gleichung: 

(»+«)(ö + S)-(9 + 5)(e + «). 

Der Leser woUe diese Formel entwickeln und sich von ihrer 
Richtigkeit überzeugen; er möge sieh auf diese Weise vertraut machen 
mit der hier eingeführten symbolischen Schreibweise der Differential- 
quotienten. Er wird linden, dafs diese Schreibweise ganz bedeutende 
Kürzungen der Formeln ermöglicht. Man vergleiche z. B. den Aus- 
druck: 

{aO + b)(«e + ß),j 
mit: 

\a„<)-> + (aß + «6)9 + S/JJi, oder »«g + (o(S + «6)^ + bß-J. 
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164. Wir noTimpn jetzt an, dafs in Dy unter D das Symbol 
für irgend eine bestimmte auf y auszuübende Operation verstanden ist, 
und setzen die Gleichung an: 

IIa - Jf^ 

Es ist alsdann einleuchtend, dafs, wenn wir die Operation D umzu- 
kehren und damit die inverse Operation 7>~ ^ = ,t herzustellen ver- 
stehen, die Gleichung: 

gilt. Offenbar ist dabei die inverse Operation D'^ so zu verstehen, 
daJi D auf D~^X angewendet die Wirkung der Operation D~^ rück- 
^ngig macht und also zu X zurückfahrt. 

Wählen wir jetzt eine spezielle Operation D, indem wir D mit 
der oben durch (ö + a) bezeichneten Operation identisch nehmen, 
so gilt: 

dx "^ 
Die zugehörige inverse Operation werden wir alsdann so bezeichnen: 

(1) j,_(A + «)"'xoder (() + »)-'Z 

oder so: 

Benutzen wir die letzte Schreibweise, so ist zunächst s~t^ "^" 
türlich nur ein Operationssymbol. Gleichwohl gehorcht: 

den elementaren Regeln der Multiplikation, insofern die Gleichung (3) 

dasselbe besagt wie 

(4) (9 + a)y - X, 

während doch Gleichung (4) aus (3) hervorgeht, indem man beide 

Seiten in (3) mit (0 + a) multipliziert. 

Wir betrachten zweitens die Gleichung: 

die wir auch so sehreiben köni 
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(6) \0' + {a^h)d + ah'\y^X 
oder so: 

(7) (e + o)(e + 6)!/-x 

Hier führt die direkte Operation ö + tt, ausgeübt auf (ö + i))/, 
zu X Wir haben also nach der bisherigen Entwicklung; 

(8) <ß + V)y-^-, 

und erhalten durch Wiederholung der gleichen Opera tions weise : 

(") »-((r+-i)(sT^)- 

Mit Benutzung unserer obigen Schreibweise inyerser Operationen 
können wir die Gleichung (6) auch so umgestalten: 

Es ist also auch hier wieder zulässig, Ö -[- ii und ö + ö in (9) so zu 
behandeln, als sei eine Zahlgröfse. 

165. Wie wir gesehen haben, ^fst sich die in-verse Operation: 

(1) [Öä + (« + 6)Ö + <(6]-i 

in zwei Schritten ausführen, indem wir nämlich erstens (ö + a)"^ 
und sodann (ß -\- J)~' ausüben. 

Hier schliefst sich eine sehr interessante Frage an. Wäre [Q 
wirklich eine Zahlgröfse, so würde die Grleichung: 

■^^^ e' + {a + &)9+^"6 ^ T-~a W+~a ~ Ö +"bj 

gelten. Es ist wichtig zu wissen, ob auch die^^Operation: 

die inverse Operation von: 

(4) Öä -I- (a + ö) e + ab 

ist. Der Weg, hierüber zu entscheiden, ist der folgende: Die Frage 
ist zu bejahen, falls die direkte Operation (4) die Wirkung der Ope- 
ration (3) genau aufhebt. Man wende also die Operation (3) an und 
unterwerfe dann das Resultat der Operation (4). Wenn wir aber die 
letztere Operation auf ■ä~T~^ anwenden, so entspringt offenbar 
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Deutung der Bruchpoteu; 



(ö + fe)X oder -3 — \-hX. Ebenso erhalten wir durch Anwendung 

der Operation (4) 3.\ii -^-j-j^X offenbar (ö + «) X oder -^ f-öX 

In der That ater ist: 

Somit ist die Operation (3) thatsächlieh invers zu (4) ; und wir dürfen 
demnach eine inverse Operation wie die in (2) linker Hand nach Art 
der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen in Teiloperationen 
wie in (2) rechter Hand zerlegen. Die lineare Differentialgleichung 
(1) des Artikel 159 können wir hier als Beispiel heranziehen. Nennen 
wir die Wurzeln der zugehörigen Hilfsgleichung a^, o.^, , . ., ao wür- 
den wir die Operation: 

&•' + AÖ"-' 4- BB"-'' + . . . + (?ö + ^, 
welche auf der linken Seite der Gleichung steht, in die Faktoren: 
(ö — «i) (ö — ßg) ■ ■ ■ zerlegen können. 

Übrigens woUe man noch beachten, dafs, wenn man aus ,-- = X 

oder dy = \ die Gfleiohung V = „ olei y = fl-'X folgert, die inverse 
Operation einfach ^orschieibt dafs T utegiieit werden soll Ent 
spieehend schreibt d~^ eine zweimalige Integiation voi u s w*) 



) Angenommen wir begegneten im Verlaufe unserer Entwickelungen ^e 
legeiitli:,h auch einmal den bymbolen ö t 1er 9 oder 9 -was soUpd 

wir alsiinn nnter liesei verstphen? Wir gel en die Betiatlituiig dieser Symbole 
hier nur le läufig Die Deutung wilche ^it d nselben geben w llen darf 1» 
tirlieh in kernet Weise irgend emer acton gewonnenen Hegel widersprechen 
So z B wird 6"^ dasaelhe aem müssen wie 96^ und Q~ dasselle wie 9~'^0'^ 
Wir haben imi au tnnnem dafs das Symbol 0" nut ganzzahligem positiven 
t der negativen Exponenten n Different at onen bez — > ) Integrationen bedeutet 
Wir 1 eitimmen nun einfach dafs d e bei ganzzahligen 1 für die einzelnen 
Funktionen gult gen Eegeln auch für gebrochene n bestehen bleiben ■Jollen was 
wir Begleich xa einigen Beispielen närher ausfiihien woUen 

Viele von den Fiuitionen mit denen wir zu arbeiten haben aiid in 



inn n eine positne oder negative giinze Zahl st Wach dem eben ange 
1 Prmzii-B wei ien w r alic haben 



f,HAe")-Aa 
Andrerseits bat mani 
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270 Elektrischer Stromkreis mit Selbetinduktioii. [H. 168 

166. Elektrische Probleme. Für einen Stromkreis mit dem 

Widerstände M und der Selbstinduktion L gilt das Geset?.: 

r=RC + L'^- 
Wir bezeichnen die Operation , mit dem Buchstaben 0; dann ist: 
r-(It + L0)O; C-j^,- 

In der That behandeln wir bei unseren sämtlichen algebraischen 
Berechnungen den Ausdrok K + L6, als wenn er einen Widerstand 
bezeichnete. 

0{B sin hx) = Bb C03 bx = Bb sin (^bx •+■ ^A , 

8^{B sin bx) = ~ Bb' sin 6a: = Bb^ sin (bx -\- ^), 

(2) ff-(B %b> bt) = Bb" sin (br + «y) ■ 

Die letzte Formel gilt für ]eJe ganze positive oder negative Zahl. Nehmen wir 
nun an dafs dieselbe luch für gebrochene poBitne oder negative m gut, so 



(B sin ftj:) = Bb^ -.in [bx + ^\ ■ 



Es gilbt 10 ii gewisse andere Wertteile Funktionen, bei denen wir im- 
stande sind die Bedeutung 1er Operation ff^ ai zugeben. So werden wir z. B. 
im Verlaute unserer Uiitersueliungen\on einer Funkt an TTebranch zu machen haben, 
welche für alle negativen Werte von i verschwindet und für alle positiven x 
konstant gleich a lot Nennen wir dle^e Funktion f i , so wird sich zeigen, 



■i) 






ist, worauf dann die Bedeutung von 6* oder ö^ oder * oder Ö * , - ■ . leicht 
dntch Differentiation resp. Integration zu finden ist. Die Eegel (4) wird wenigstens 
für positive je diurch folgende Überlegung verständlich gemacht. Zunächst gilt 
ffir ganze positive Zahlen n und i» > w: 



» (- ) -r(„-„+ir ■ 

Setzt man jetzt n '^ \, jn. = ein, und nimmt das Fortbestehen der letzten 
Gleichung an, so sind die Funktionswerte 



r(i) = i, r{^) = Y^ 

1 benutzen, womit sich die Qleichung (+) bestätigt. 
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II. 160] EleMi-ischer Kondensator. 271 

Kondensatap von der Kapazität K Farad. Die Spannimg zwischen 
den beiden Belegungen betiage Y Volt. G sei der Strom in Ampere, 
welcher in den Kondtnsatoi hinemfliefst, d. h. der Betrag, nm welchen 
die Ladung Q des Kondensators (m Coulomb) pro Sekunde zunimmt. 
Mit anderen Worten. Es ist 

oder, da wir K gewöhnlich als konstant annehmen: 

llt 
Die Leitungsfähigkeit des Kondensators ist K&-, daher ist: 

-c^Kev^ \ ■ 

KÖ 
Der Strom, welcher in den Kondensator Mneinßiefst, ist demnach 
so grofs, als wenn der Kondensator einen Widerstand -^^ hätte. 
li L ^ c 



Stpomkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazität 
(Figur 84). Alle Aufgaben werden so behandelt, als wenn wir einen 
gesamten Widerstand hätten von der Gröfse: 

(1) B + Le + ^- 

167. In ugeud emera Leitungsnetz können wir stets genau an- 
geben, wie giofs dei desimtwulerstand (für Gleichstrom) zwischen 
einem Punkte A und einem anderen Punkte S ist, wenn wir die 
sämtlichen Widerstände t^, jj, *, n. s. w. der einzelnen Zweige kennen. 

Nun möge jeder dieser Zweige eine Selbstinduktion \, l^, l^ n. s. w. 
nnd eine Kapazität K^, K^, K^ ü.s.w. besitzen; dann brauchen wir, um 
den Widerstand für Wechselstrom zwischen zwei Punkten festzustellen, 
in den betreffenden mathematischen Ausdruck für r^, r^ u. s. w. nur 
jedesmal r^ + i^Ö + -j^ u. s. w. einzusetzen. 

Dieses Resultat ist folgendermafsen zu verstehen: Wenn wir 
aus unserer Gfmndoperation ö in der bisherigen Weise eine beliebige 
noch so komplizierte Operation herstellen, ao wird sich das Symbol 
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s elettriachen Leitungsnetzes, 



dieser letzteren doch immer als ein in d rationaler Ausdruck dar- 
stellen, der sich auf die folgende Normalform bringen läfst: 

,, a + be + ce ' + de > + e 6' + fe' + .-- 

^ •' a + b'e + c'ö' + d'Ö' + e'e* + Tö' H — 

Diese Operation soll nun auf eine Spannung ausgeübt werden, die 

als TunMion der Zeit gegeben ist. 

Für einige Funktionen der Zeit, welche wir bereits betrachtet 

haben, kennen wir schon die Antwort, die wir bei Aueübung von (1) 

erhalten werden. So z. B. wissen wir, dafs die Anwendung der 

Operation (a + bö + cO^ + dd^ + ee*-\-fe^) auf die Funktion e"' das 

Resultat ergiebt: 

(2) (a + 6k + Cff^ + da^ + ^K* + fa^) e"'. 

Daraufhin läXst sich also die komphzierte Operation (1) bei e"' durch 

blofse Multiplikation mit Ä und Division mit Ä' ableiten, wobei A 

die Zahl {a + itx + ca^-\ ) ist und A' (he Zahl {a' + b'a + Ctt^ + -- ■) 

bedeutet. 

Wenden wir uns zweitens zur Funktion msin(M( + £), so wissen 

wir, dafs 

0^ den Wert ~ mn^sm(nt -\- e), 
ö* „ „ + jww* sin (nt ■+■ £) 

ergiebt u. s. w., während 

9 den Wert m«cos(wi + ß), 

0^ „ „ — mn^ cos (nt + e), 

, . 9^ „ ,. + mn*cos(ni+ i) 

hat. ^ 

Demnach läfst sich die fir^liehe komplizierte Operation (1) er- 
setzen durch - T Sp , worin die vier Konstanten folgende Wei-te haben : 
p ^a — cn^ + en* — ■ ■ ., ^ = 6 — df)? + fn* — - ■ -, 
a = a' — cn"^ + e'n^ — ■ ■ ', ß = V — d'n^ + /"n* — • ■ -. 

Wir sahen schon in Art. 118, dafs die Anwendung der Opera- 
liion i) + gö auf die Funktion m sin(K(-|- e) die Amplitude der 
Schwingung im Verhältnis von yp^^q^n^:\ yergröfsert und eine 
Voreilung der Phase um den Winkel arc tang — erzeugt. 

Der Leser sollte versuchen, dies nochmals selbständig nachzu- 
weisen, obwohl er es auf anderem Wege bereits gefunden hat; d. h. 
«r möge zeigen, dafs die Gleicliung gilt: 

{p + qQ) sin nt = Yp^ + q^n^ ■ sin (nt + arc taug ^—\ ■ 
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n. 167] Symboliaciie Lösong von DifEerentialgleichungen. 

In äiiiiliclier Weise dividiei-t die umgekehrte Operation 
die Amplitude durch "[/a^ + ß^'n/' und bewirkt eine Nacheilung der 
Phase um den Winkel arc tang £^ ■ 

Als Schlufsresultat ersieht sich mithin: 



« + ^. 



?^%msMnt + s) 



n 1/5 1 ßä""9 ■ sin I w i + f + arc taug ■ iire taug 



eine ßegel von aHrserordentlicher Wichtigkeit, durch deren Anwen- 
dung man sich viel Mühe ersparen kann. 

168. Bei allen diesen Beispielen hatten wir nnr die erzwungenen 
Schwingungen eines Systems im Auge. Wir haben nun bereits be- 
merktj dafs bei einer Gleichung von der Gestalt (2)" in Art, 152 die 
Lösui^ als Summe zweier Funktionen darstellbar ist: 
il^f(x) + Fi:^). 

Darin ist f(se) die Lösung für den Fall, dafs X in der genannten 
Gleichung gleich ist, also für die natürliche Schwingung des eich 
selbst überlassenen Systems, während F'(a;) die erzwungene Bewegung 
angiebt. Bezeichnen wir nun in der fraglichen Gleichung (2) Art. 152 
die Operation: 

\dx* ' dx' ' dm' ' dx • ' / ^ 

symbolisch mit T){y), so folgt aus der Gleichung D{y) = X: 

y-I)-(0) + i)-'(X). 

Darin deutet i)~^(0) symbolisch die Funktion fix) und D^'(X) 
die Funktion F{x) an. 

Als Beispiel wählen wir die Gleichung: 

(1) %+„y-X. 

Um f(x) zu finden, setzen wir -y- -\-ay — oder i-j — h «) */= 
oder (0 + a)y = 0. 

Aus Art, 97 wissen wir-, dafs dann y^Afr-"" ist. Wir sehen 
also, dafs öji — keineswegs Null ist, sondern das Produkt einer will- 

Parry, hMiere Analysia. 18 
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msartig veränderlicher Spannimg. 



kürliclien Konstanten und der Exponentialfunktion e "^ bedeutet. 
Die Lösung der voi^elegten Gleicliung (1) lautet demnach: 



Wir wollen nun das zweite Glied dieser Lösung genauer be- 
trachten, d. h. nur den erzwungeneu Teil der Bewegung. Bei den 
meisten derartigen in der Praxis vorkommenden Fällen wird nämlich 
der Exponentialauadruck im ersten Gliede sehr schnell aufserordent- 
lich klein. 

169. Beispielsweise ändere sich in einem elektrischen Strom- 
kreise, für welchen T^= (B-j- Ld)C ist, die Spannung sinusartig: 

Dann wird, wie wir bereits gefunden haben, der erzwungene 
Wert der Stromstärke: 

und nach unserer neuen Regel oder auch nach Art. 118 wird daraus: 

(1) c^-i=;^.in(,<-»a™gf). 

Ntm haben wir aber aufser diesem Ausdruck noch ein zweites 
Glied für die Stromstärke, nämlich; 



und gemäfs unserer obigen Regel (Art. 108) ergiebt sieh daraus: 

(2) Ae-i'. 

Wir können diesen Ausdruck auch wie in Art. 97 finden, nämlich 

auf Grund von: 

' dt ' dt L 

Diese Differentialgleichung fühi-t auf die Exponentialfunktion und 
giebt uns ebenfalls das Resultat (2). 

Die Summe von (2) und (1) bildet die vollständige Lösung, 
Kennen wir noch den Wert von C für t^O, so können wir auch 
den Wert der KonstEinten A^ bestimmen. Das Glied (2) verschwindet 
offenbar mit wachsender Zeit sehr schnell. 
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LI. 169 1 Kondensator tmd induktionsfr. Widerst, in Parallelsclialtang. 



Als zweites Beispiel wollen wir annehmeii, dafs V konstant sei: 
F=Fo. Dann ist: 

C- --^■ 
M + Le 

Es liegt auf der Hand, dafs C~ ^ die erzwungene Stromstärke 

ist; denn wenn wir auf C = -^ die Operation ü + XÖ anwenden, so 

erhalten wir V^. Das verscliwindende Glied der Stromstärke ist bei 

denselben Werten von R und L stets dasselbe, nämlich A^e ^ , 
welchem Gfesetze auch V unterliegt. 

Die vollständige Lösung lautet also jetzt: 

(3) C-A«"^' + i- 

Beispielsweise sei C—0 für < = 0; dann wird: 

sodafs (3) übergebt in: 

(4) c^5(i-r''). 



B ' 



Der Leser möge für ein weiteres Beispiel folgende Zahlenwerte 
wühlen: 

Fo = 100 Volt, Ä ^ 1 Ohm, L = 0,1 Henry 

und möge zeigen, wie C anwächst. Wir haben das hierfür geltende 
Geseta schon fräher gefunden. 

170. Beispiel. Ein Kondensator von der Kapazität K sei 
mit einem indnlttionsfpeiea Widerstand r parallel geschaltet V sei 

die Spannung zwischen den bei- 
den Verzweigimgspiinkten v und o 
(Figur 85). Die zwei Ströme sind 
dann c = — und C=^ K-BV, und 
ihre Summe ist: '*' 

C+c^F(.;H-i:9)^F('-i'-'^''). 

Der Kondensator und der induktionsfreie Widerstand wirken also 
hei Parallelschaltung wie ein einzelner Widerstand von der Gröfse 
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Strom bei sinusartig veränderlicher Spannung. 



Lse sei: V= V^srnnt. Dann ist; 

und mit Rücksieht auf Art. 167: 

C + = -5f yr+~»^V . sin {nt + arc tang rKv), 

c =— f sinwif, C = V^Kn sin (nt + -^-1 • 

171. Auf einen Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und 
Kapazität (Figur 86) wirke eine veränderliche SpannuHg 7= Fosinw(, 
gemessen zwischen den Punkten v und o. Wie grofs ist der ent- 
stehende Strom? 

Antwort: „ 

"+'■' + Kß 
oder unter Anwendung der Regel aus Art. 107: 



l+BEd + LKe' (1- 



1 («* + y - arc tang ,— -i"^--,) 



Der eifrige Leser wird auch noch Zahlenwerte einsetzen und 
durch mehrere numei-iaehe Rechnongen die Bedeutung dieses Resul- 
tates noch deutlicher erkennen. Wenn er auch nur das folgende eine 
Beispiel durchrechnet, so wird er doch allein daran schon sehen, dafs 
er jetzt ein Mittel hat, um in wenigen Zeilen ein Prohlem zu lösen, 
zu dem manche Autoren viele Seiten brauchen; sie verwenden dabei 
die kompliziertesten mathematischen Ausdrücke, welche zum wenigsten 
sehr leicht verwirren, wenn es nicht gar unmöglich ist, ihre physika- 
lische Bedeutung überhaupt zu durchblicken. Hier ist dagegen die 
physikalische Bedeutung einer jeden Gleichung leicht zu verstehen. 

Numerisches Übungsbeispiel*): Man wähle F^ = 1414 Volt, 
K^l Mikrofarad oder 10-« C.G.S., B - 100 Ohm und w = 1000. 



•) Man erinnere sich daran, dafs der effektive Wert von a ■ sin («(-[- ;) 
gleich — — ist. 
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II. 171] 



Numerische Ausfahrungen. 



277 



Jetzt setzen wir für die Selbstinduktion L verschiedene Werte 
eiD, und finden dann für die Stromstärke und die Phasenver Schiebung 
die Resultate, welche in der folgenden Tabelle und in den Kurven 
der Figur 87 angegeben sind. 







Pliaaen- 






riraaen- 




Effektive 


verscHebung 


i r 


Effektive 


veracliiebung 


Henries) 


Stromstärke 


(in Graden) 


_ ■ 


Stromstärke 


(in Graden) 


(in Ampere) 


[Voreilnng 




(in AmpSm) 


[Voreilnng 






des Stromes] 






des Stromes] 





0,995 


84,28 


1,05 


8,944 


-26,67 


0,1 


1,110 


83,67 


1,1 


7,071 


-45,00 


0,2 


1,240 


82,87 


1,2 


4,472 


- 63,43 


0,3 


1,414 


81,87 


1,3 


3,162 


- 71,57 


0.4 


1,644 


80,53 


1,4 


2,425 


- 76,97 


0,6 


1,961 


78,67 


1,6 


1,961 


- 78,67 


0,6 


2,425 


75,97 


1,6 


1,644 


-80,63 


0,7 


3,162 


71,67 


1,1 


1,414 


- 81,87 


0,8 


4,472 


63,43 


1,8 


1,240 


- 82,87 


0,9 


7,071 


45,00 


1,9 


1,110 


- 83,67 


0,96 


8,944 


26,57 


2,0 


0,995 


-84,28 


0,976 


9,701 


14,03 


2,5- 


0,666 


-86,18 


1,00 


10,000 





3,0 


0,499 


- 87,13 


1,025 


9,701 


- 14,03 









Die Kurve A.IiCJ) zeigt, wie der Strom von A, wo i = ist 
mit wachsendem L zuerst 
langsam, dann immer schnel- 
ler ansteigt, wie er bei 
i = 1 Henry ein Maximum 
erreicht und dann genau in 
derselben Weise, wie er vor- 
hin anstieg, wieder abfäüi. 

Die Kurve EFG zeigt 
die Gröfse der Voreilung des 
Stromes gegen die Spannung, 
welche sich bei L = 1 fast 
plötzlich in eine Nacheünng 
verwandelt. Das Maximum des Stromes bei LKn' — 1 iat oben^ 
grofs, als Avenn wir keinen Kondensator und keine Selbstinduktion 
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278 BinfltiJs des Kondensators im Nebenachlufs. [II, 171 

hätten, sondern nur einen induktionsfreien Widerstand JR. Es ist 
interessant zu beachten, dals in den Beispielen des Art. 160 die 
gleiche Beziehung: LKn^ = 1 zwischen L, K und n (unter Ver- 
nachlässigung des kleinen Widerstandsausdruekes) besteht, wenn der 
Kondensator einen Wechselstrom durch den Stromkreis M, L sendet, 
der seine beiden Belegungen mit einander verbindet. 

Mit Zahlen zu rechnen, wie wir in diesem Beispiel gethan haben, 
ist viel billiger, übersichtlicher und fruchtbarer, als mit Wechsel- 
strommaschinen. Spulen und Kondensatoren zu experimentieren. 

172. In einem Tpansformator gebt selbst dann, wenn sein se- 
kundärer Stromkreis offen ist, durch Hysteresis und Wirbelströme 
Arbeit verloren; und zwar ist das Resultat im wesentlichen dasselbe, 
als wenn kein derartiger innerer Verlust, sondern statt dessen eine 
kleine äufaere Belastung vorhanden wäre. Indes wollen wir hier 
auch von dieser Belastung einmal ganz absehen und einen idealen 
Transformator voraussetzen. Es soll nun der Einflufs eines Konden- 
sators im Nebenschlufs betrachtet werden, der den „wattlosen StFOm" 
nntersttitzt. 

Der primäre Strom eines unbelasteten Transformators besteht 
aus einer Grundschwingung von derselben Weehselzahl wie die Primär- 
spamiung, und aus Obertönen von der dreifachen und fünffachen 
Perioden zahl, welche auf eine eigenartige Weise durch die Änderung 
der Permeabilität des Eisens zustande kommen. Mit diesen Ober- 
tönen hat der Kondensator nichts zu schaffen. Er kann sie in keiner 
Weise verdecken; der gemeinsame Strom behalt diese Schwingungen 
unter allen Umständen bei; wir werden sie aber hier nicht weiter 
erwähnen, sondern was vorstellen, dafs sie nachher einfach addiert 
werden. Dies bewahrt uns vor Irrtümern; denn wenn wir nur die 
-, Grund Schwingung betrachten, so können wir 

'■■^ ~~7y! annehmen, dafs die Permeabilität konstant 

n &Ä ^^*' ^' ^' ^^^^ ^^^ primäre Stromkreis des 
-ä^|||l £Z unbelasteten Transformators eine konstante 
y S Selbstinduktion hat. 

■ — < -i^ Wir wollen nun einen Kondensator von 

der Kapazität K mit den Enden der Spule 
verbinden (Figur 88), die einen Widerstand /( 
und eine Selbstinduktion L haben möge. Die Spannung zwischen den 
beiden Endpunkten sei F= F^sinwi; femer sei C der momentane 
Wert des Stromes in der Spule und c der des Stromes im Konden- 
sator; dann ist C+r der dem Stromsystem zugeföhrte Gesamtstrora. 
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Tl. 173] Einflufs dee Kondensators im Nebensehlofs. 279 

Nun ist aber: 

und 

c = — ^ = KnVfy cosnt. 

Kd 
Also: 

oder nach Anwendung unserer Regel aus Artikel 167: 

Ü + C— W+~Le~ M + LO 

Es ist nun ein Leichtes, durch Anwendung des Artikels 167 
den vollständigen Ausdruck für C + c hinzuschreiben; aber da wir 
uns vorläufig um die Voreilung oder Nacheilung nicht kümmern 
woUen, so bestimmen wir zunächst nur die Amplitude. Dieselbe ist 
offenbar: 



F.]/^ 






Den effektiven Wert von C -\- c, den ein Amperemeter als tfröfse 
des Stromes anzeigen ivürdCj erhält man aus diesem Werte durch 
Division mit j/S. 

Den kleinsten Wert, für C + c erhält man bei 

-g- „. ,■"„.. ■ 



Es ist also möglich, durch Verwendung eines richtig bemessenen 
Kondensators den Leerlaufstrom in der Zuleitung zum Transformator 
und damit die Verluste in der Leitung zu vermindern. 

Man beachte hierbei, dafs, wenn L in Henries ausgedrückt wird 
und n das 2;r -fache der sekundHehen Periodenzahl ist (so dafs in der 
Prasis der Wert von tt etwa um 500 herum liegt)*), K in Farad 
gefunden wird. Nun kostet ein Kondensator von nur 1 Mikrofarad 
oder 10~^ Farad schon einige hundert Mark. Nur ein ganz un- 
praktischer Mann kann daher im Ernste den Vorschlag machen, für 
den eben genannten Zweck einen Kondensator zu verwenden. Er 
würde Millionen kosten. 

*) In England, ist f^80 ein üblicher Mittelwert; bei deutschen Maschinen 
pflegt die Periodenaahl annähernd 50 zu sein. 
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Drei parallel geschaltete Widerstände im. Gleich Stromnetze. [11. 172 



Der äufserste Wei-t, auf welchen sicli in dieser Weise der Strom 
C -{-c herabdrücken läfst, verhält eich zu wie R : y Jt^ -^ L^n^. 

Der Leser sollte nun auch ein numerisches Beispiel dafür durch- 
rechnen, z. B. nehme er für einen Igeltran eformator an: iE = 24 Ohm, 
L = 6,23 Henries, n = 509, entsprechend einer sekundlichen Perioden- 
81,1. Die effektive Spannung, 



zahl von e 
2400 Volt. 



^, betrage 

Figui- 89 zeigt dann den eifektiven Strom, welcher sich 
für die verschiedenen Werte 
von K ergieht. 

Die Stromkurre ist 
eine Hyperbel, die von ei- 
nem Geradenpaar kaum zu 
unterscheiden ist. Der Ge- 
samtatrom wird ein Mini- 
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mnm bei S. = „^ . .; , , 
d. i. in diesem Paüe bei 
"''""Finr"'""' r = 0,618 Mikrofarad; die 

Wirkung des Kondensators 
besteht darin, dafs er den Strom im Verhältnis des Ohmschen Wider- 
standes zur Impedanz verringert. Interessant ist es auch, darauf zu 
achten, wie die grofse Nacheüung ganz plötzlich in eine grofae Vor- 
eilung übergeht. 

173. In einem Gleichstronmetze seien die l*unkte A und B 
durch die parallel geschalteten Widerstände i\, r^, r^ mit einander 
verbunden. Bezeichnet dann Y die Spannung zwischen A und S, 
f., Cn, Co die drei Einzelströme und den GesajntstTom, so ist: 



«^'-a+i^^)- 



Demnach haben die drei 



eine Leitungs- 



; ergiebt sich, wenn G bekannt ist: 



"'^{^^:> 
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II. 173] Zwei Stromireise in ParaUelsehaltung. 281 

Nun möge jeder Zweig noch eine Seibatinduktion l und einen 
Kondensator von der Kapazität li enthalten; dann gelten für jeden 
Augenblick genau die obigen Formeln, wenn wir nur statt des 
Widerstandes *■ jedesmal den Ausdruck: 

•■ + " + i^ 

mit dem betreffenden Index einsetzen. Die algebraiselien Ausdrücke 
werden indessen seli werfällig, und deswegen empfelilen wir dem Leser 
aucb hier wieder, die Rechnung an einem numerischen Beispiele zu 
Ende zu führen. 

174. Zwei Stromkreise in Parallel- 
sehaltung. Die Stromkreise mögen die 
Widerstände r^ und r^ und die Selbst- 
induktionen \ und l^ enthalten. Die 
Aufgabe besteht darin, zu bestimmen, 
wie sich ein Strom C auf die beiden Fig. ao. 

Zweige verteilt. 

Handelte es eich um Gleichstrom, so würde sich für den Strom 
(Figur 90) im Zweige r^ ergeben: 

Folglich erhalten wir bei Wechselstrom: 

Ist C= 6'„sinM^, so ergiebt sich gemäfs Artikel 107: 



Angenommen, es sei nun . in diesem letztgenannten Falle beab- 
sichtigt, zum Zwecke irgend einer Messung einen Zweigstrom von C 
herzustellen, der eine vorgeschriebene Voreilung hesifat, dann müssen 
wir die Anordnung so treffen, dafs: 

arctangj-^; arctang---'— \|_- _■— 

gleich dem verlangten Voreilungswinkel wird, und dann den Strom 
im Zweige r, für unseren Zweck benatzen. 

175. Kondensator zur Kompensation des Einflusses der Selhst- 
induktion. Zwischen den Punkten A und B (Figur 91) herrsche 
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28a Kondensator zur Auflieliiing des EinflnsBea der Selbstinduktion. [II. 175 

eine Spannung V, die sieh nach irgend einem beliebigen Gesetze 

ändern mag, AB sei eine Spule mit dem Wideretande R und der 
Selbstinduktion L. 

, , Es wird dann im allgemeinen die 

r*^"^^^*'^^^'*^^ — 1 Stärke des Stromes niclit gleich ~ sein. 

yLwjWliajUJUUüu Durch Parallels ehalten eines Neben- 

-^ -^ Schlusses mit einem Kondensator soU 

^''^■"'' nun bewirkt werden, dafs diese ein- 

fachste Bezielmug: = ^ aurserhalb der Strecke AB dennoch zu- 
trifft. Wie mnfs der Nebensehlnrs bemessen sein? 
Der Gesamtstrom ist offenbar: 

V V 



oder, indem wir alles auf einen gemeinsamen Nenner bringen und 
die G-lieder nach Potenzen von 6 ordnen: 

^ S + e(BrK+L) + e^BlK + LrK) + LlKö^ 

Da hier V irgend eine gaüz beliebige Eimktion der Zeit sein 
darf, 80 können wir mit der rechten Seite dieser Gleichung weitere 
Vereinfachungen, wie in Artikel 167, nicht vornehmen. 

!Nan wünschen wir, dafs das Resultat der Operation gleich 
-p-F'sein SOU. Wir setzen beide Ausdrücke gleich, entfernen die 
Brüche und sehen dann, dafs! 

li + e{RrK + li^K) + O^ißlK + ULK) 
identisch sein mufs mit: 

li + OißrK + i) + d^iRlK + LrK) + LlKe\ 

Da nmi V irgend eine heliebiye Funktion der Zeit sein soU, so 
können die obigen Ausdrücke nur dann gleich sein, wenn LlK=0 
ist. Das heifst aber: l mufs gleich sein, der Kondensator ström kreis 
darf keine Selbstinduktion enthalten. Femer ergeben sieh die Be- 



lirK+R'K^ErK + L, 
woraus K = p-j folgt, und 

woraus R ^ r folgt. 
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n. 175] Effektive Spannungen an veraehiedene 



Der Widerstand im Kondenaatorstromkceise mufs also gleieh dem 
des andepen Kreises sein. 

ScUufspesultat: Parallel zum Stromzweige E + iö ist ein Kou- 
densatorzweig R-\--^ zu schalten, wobei K— j^^ ist. 

176. Es sei bei dem vorigen Beispiele: F=F|,sinwi; dann 
tana man der anf V auszuübenden Operation die einfachere Gestalt 
geben: 

1 — K(l-['L)n^ + R(r + B)d 

B — K(Ml-\-rL)n* + d(BTK+L — LlKn'') 
Wenn nun die Proportion gut: 

B — K{Bl + rL)n^ ^ ErK+L — LlKn^ 
1 — Ä(i + i)n« K{r + B) ' 

so ist der bei A ein- und bei S austretende Gesamtstrom mit V 
proportional und hat keine Phasenverschiebung gegen die Spannung. 
Ist dabei auch noch R^r, so wird der Strom 



" B 

mufs diese Justierung der Gröfsen B, r, L, l,_ K zu einander für jede 
Periodeuzahl besonders erfolgen; bei einer Änderung von n stimmt 
sie nicht mehr. 

177. Es soll erklärt werden, dafe die effektive Spannung zwi- 
schen den beiden Hanptkabeln an einer Stelle _D (Figur 92) unter 
Umständen kleiner sein kann als an einer Stelle C, welche vom 
Oenerator weiter entfernt liegt. Diese Er- rl€ ' 

scheinung rührt gewöhnlich von der Eigen- i ^läMSSSf 

kapazität der Kabel her, welche sich auf 
ihre ganze Länge verteilt (ein häufig vor- 
kommender Wert ist 0,2 Mikrofarad pro km). 
Wir wollen indessen den Einilufs der ver- ■^■t--- 

teilten Kapazität später betrachten; für die jetzige Untersuchung denken 
wir sie uns honsentrieri und nehmen einen Kondensator von der Kapa- 
zität K an, der bei B zwischen die Hauptkabel geschaltet ist. Der 
induktionsfreie Widerstand, welcher etwa aus Glühlampen bestehen 
mag und ebenfalls bei B an die Hauptkabel ai^e schlössen ist, sei r. 
Der Widerstand. und die Selbstinduktion der Kabel zwischen D und B 
sei M und L. Ferner sei v die Spannung bei B und der Strom 
in der Leitung DB. Der Strom, welcher in den Kondensator hinein- 
fliefst, ist dann: 



€ B 
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284 Effektive Spannungen an Terschiedenen Stellen e: 



Der durch r fliefscnde Strom ist — , sodaXs also der Gesamtstrom 

(1) c-{ko+1)„ 

wird. 

Der Spaimungs Verlust von J} nach £ betrügt (in Yolt): 

(R+LO)C 
oder: 

(Ji + LO)(Kd + jr)v, 
oder: 

j-~ +{RK+y)0 + LKe^]v. 

Ist nun V ^ v^siant, so wird dieser Spammngsabfall: 

Die Spannung bei D ist um diesen Spannungsverlnet grüfser 
als v, also gleich: 

Unter Anwendung von Artikel 167 ergiebt sich daraus für das 
Verhältnis der Spannungen bei 1) und B: 



Quadrat der effektiven Spannung bei D {-{ _l -^ t ir aV-L / J? TT-L. "^V * 
Quadrat der effektiven Spannnug bei it \»' /\ rj' 

Nun gißbt es aher Werte für die Konstanten, bei denen dieser 
Quotient kleiner als 1 wird. 

Um ein numerisches Beispiel durclizu führen, nehmen wir: 

und setzen für L nach einander die "Werte 0, 0,005, 0,01, 0,02, 
0,03 etc. ein. 

Der Leser wird ohne Schwierigkeiten diese Aufgaben auch dann 
zu [behandeln imstande sein, wenn r -\- 10 an die Stelle des Buch- 
stabens r in (1) treten mufs, d. h. wenn bei Ji nicht nur Lampen, 
sondern auch Spulen mit Selbstinduktion angeschlossen sind, 

178. Allgemeiner Fall der Wirkung von zwei Spulen auf ein- 
ander. Gegeben seien zwei Spulen, Figur 93; hei der einen liege 
eine elektromotorische Kraft E, ein Widerstand i?, eine Selbstinduk- 
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II. 178] Allgemeiner Fall der Wirkung zweier Spulen auf einander. 



tion L und eine Kapazität .fi'Tor; bei der anderen seien die entspreclien- 
den Werte: e, r, l, h\ der gegenseitige InduktionakoefSzient sei m. 

Wir benutzen nun die Abkürzungen: ji/c 

ü'für B-F ' ' '" 



(1) 



.Le + -~^ undr i^r + ld + j,^- 
Dann gelten die Gleichungen: 
jE^KG + mec, 
\ e = mßC + r'c. 




P _ ' -^ — '" 
~ R'r m 

für R', r, F., t 



(Man achte darauf, wie wichtig ea ist, sich hei der Berechnung 
des Resultates in Bezug auf die Vorzeichen von C, c, E und e nicht 
zu irren.) 

Aus den Gleichungen (1) folgt nun: 

Ke — vidE 
(3) 



Darin können wii- für B', r, E, e ihre Werte einsetzen und so 
die Stromstärken finden. 

Man beachte, dafs E auch eine Spannung sein kann, welche nur 
an den Enden eines Teiles des betreffenden Kreiaes wirkt, und dafs 
dami if nur den Widerstand dieses Teiles bedeutet. 

Die folgenden tJbungen sind Einzelbeispiele dieses allgemeinen 
Falles, der aber mit denselben keineswegs erschöpft ist. 

179. Zwei Stromkreise (Figur 94) mit Selbstinduktion seien 
parallel geschaltet; ihre gegenseitige Induktion sei «*. 

1. Zwischen den beiden Ver- 
zweigungapunkten herrsche eine Span- 
nungsdifferenz V — Vq shi. nt-^ dann geht 
Gleichung (2) der letzten Aufgabe über 

Setzen wir nun für H' seinen Wert R -\- Ld und für 
Wert r -\-l6 ein, so ergiebt sich: 

_ _ R-\-{ L — m)8 

2. Wie verteilt sieh ein Strom ^4 ■ sinn( auf zwei 
Stromkreise? 



I. R C 
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286 Zwei parallele StromireiBe mit Selbstindukt. und gegenseit. Indnkt. [II. I7fl 



Wir wissen dafs -= = —, — — ^ ist, und können daraus sofort 



Anwendung der Operation: 

■R + (.L — m)e 



auf A sinwi. 

Wir halten es kaum für nötig, dieses Beispiel noch ausführlicher 
zu behandeln; denn die weitere Rechnung besteht lediglich in der 
Anwendung der in Art. 167 gegebenen Hegel. 

180. Wir wollen annehmen, dafs in dem obigen Beispiel jeder 

der beiden Stromkreise auch noch eine gegenseitige Induktion mit 

dem Gesamtstrom besitzt 

Iptf^rm — LsAzL, -c ^^^ besseren Übersieh tlieh- 

-— mnmn n '"""■ — ^i>ÄjScj) — ^ ' keit wegen föhren wir neue 

( J "' '''' Bezeichnungen ein, welche 

i,>ig. yj in Figur 95 angehen sind. 

Es sei V die Spannungs- 

differenz zwischen den Enden der beiden parallel geschalteten Zweige. 

Ferner wollen wir zur Abkürzung die Buchstaben r', ft' und m' flir 

r4- iO, [lO und mO setzen. Dann ist: 

V = Tj^Ci + ii\ -f- m-j^ (ci + Cg), 

und daraus ergeben sieh für die beiden Zweige die Gleichungen: 

V = (r/ + m,') Cj + (ft' + M*i') Ca, 

V = (fi -{■ m^') q + (»-g' + iyi{) % . 
Durch Kombination erhalten wir dann: 



(1) 



(r,' + «,,') (r,' + ««,') - {(.' + m:) (^' + m/j ^ 



und einen ähnliehen Ausdruck für c^. 

Die Verteilung des Gesamtatromes C auf die beiden Zweige läXst 
sich also folgendermafsen darstellen: 

Wenn wir diesen Quotienten vollständig ausschreiben, so können 
wir an denselben recht interessante Aufgaben knüpfen; die Durch- 
führung derselben wolle man etwa dadiu-ch vereinfachen, dafs man 
für einige der Gröfsen spezielle Zahlenwerte einsetzt. 
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11. 180] Editierendes Feld, 287 

Wollen wir in den einzelnen Zweigen auch n ch Kijazitkten an- 
nehmen, so hranchen wii nui anstatt e nps jfclen j zu & hreiben 
r -|- (ö + j^ mit dem entspiechenden Index 

Im üljrigen iat jtö für ji und md fui n em/usetzen Für 
Stromlireise ohne Kondensatoien ergiebt z B die Gleich ng (2): 

181. Rotierendes Feld. Ein Strom fliefse durch zwei hinter 
einander geschaltete Spulen, von denen die eine auf einen nichtleiten- 
den Kern gewickelt iat, während die andere einen leitenden Kern ent- 
hält. Die Spulen kreuzen einander rechtwinkelig und sollen keine 
gegenseitige Induktion haben; gesucht wird der Charakter der heidea 
rechtwinkelig zu einander stehenden Felder in der Mitte der beiden 
Kerne. 

Es seien % und n^ die Windungszahlen der beiden Spulen. Den 
leitenden Kern können wir uns auch durch eine dritte in sich selbst 
geschlossene Spule mit einem Widerstand r^, einer Windungszahl «g 
und einem Strome c ersetzt denken. Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, däfs alle drei Hauptwindungsradien gleich grofs sind, und 
dafs die Spulen n^ und «^ sorgfältig durcheinander gewickelt wurden. 
Das eine Feld, F^, ist dann proportional mit n^C, den Amperewin- 
dungen der ersten Spule; wir wollen es geradezu mit %C bezeichnen; 
das andere Feld, F^, iat entsprechend gleich ngG+MjC zu setzen. 
Wir nehmen nun an, dafs die gesamte Kraftlinienzahl I für jede der 
beiden Spulen proportional der Feldintenaität in ihrem Centrum ist, 
s^en wir 6-mal so grofs. Dann erhalten wir für die dritte Spule 
die Gleichung: 

sodafs also: 



und damit: 

Ist nun (' = Cf,ämqt, s 
F^ = M^C^singi, 






F. 



i + s" 



'|/I+^ 



= sin (qt — arctang — ^ ^j. 
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288 Tranaformatoien. [IL 181 

Art. 126 zeigt uns für diesen Fall den Charakter des reaidtie-. 
renden Feldes. Wir veraicliem dem Leser, dafs er auf diese Weise 
ein ausgezeielinetes rotierendes Feld erhalten wird. 

Es ist leicht einzusehen, dafs hn^ in Wirklichkeit die Selbst- 
induktion der dritten Spnle und —^ ihre Zeitkonstante ist. Eine 
Spule Ton nur einer Windung, d. h. ein leitender Kern, wird eine 
gröfsere Zeitkonstante hahen, als irgend eine in demselben Volumen 
untergebrachte Spule von mehr als einer Windung (infolge des durch 
die Isolation verlorenen Haumes). Femer ist es einleuchtend, dafs 
Wir hei hinreichender Dimensionierung des Kernea für eine gegebene 
Weehselzahl ein fast gleichförmiges und gleichförmig rotierendes 
Feld erhalten können wenn wir 



Dies Beispiel, dem wir leicht noch eine ganze Reihe ähnlicher 
anfügen könnten, zeigt so recht den Vorteil, den die Anwendung 
unseres Operationszeiehens ö bietet. 

182. In Art. 178 bedeute E^Y die primäre Spannung eines 
Transformators, dessen primärer Stromkreis einen inneren Wider- 
stand JR und eine Selbstuiduktion L enthalten mag. Im sekundären 
Stromkreise sei keine eigene elektromotorische Kraft vorhanden; sein 
innerer Widerstand sei r^, seine Selbstioduktion l und sein äufserer 
Widerstand p; der letztere sei induktionsfrei und bestehe z. B. aus 
Glühlampen. Die Spannung an den sekundären Klemmen sei: u = cp. 

Dann ist in (1), (2) und (3) des Art. 178: V für E, für e, 
und M -(- Lß für if einzusetzen. 

Anstatt )■' schreiben wir r + lß, was eigentlich gleich r^ -\- ^ -\- 16 
ist. Dann ergiebt sich: 



(1) 
(2) 



-mOV 



\-{Itl + rL)9 + iLt — m')e' 
{r + ie)r 



Br + (Rl + rL)e + {LI — m*) e' 
■ Die zweite der beiden Grleichimgen (1') in Art. 178 lautet j 
(2*) = m6G^{r + ie)c. 

Fall I: Es sei: C=Cae^'. 
Dann folgt aus (2*): 



r-\-la 



'+,: 
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Transformatoren ohne Streuung. 



Ist mm )■ klein im Vergleich mit ?a, so kann man s 



Fall II: Es sei C= C„ sinqt. 

Nim folgt aus (2*): 

— c = — - -■_ ■ C„ sin (qt + s — are taug — | 

«nd daraus: 

c effektiv ^ m 1 

effeidK' " 1 -7 /^""rä 

Dabei darf aber praktisch )' gegenüber Iq Ternaohlässigt werden, 
wenn nicht der Transformator für ganz aofserordentlich kleine sekun- 
däre Belastung konstruiert ist. (Eine Probe mit Zahlen, die einem 
normalen Transformator entnommen iat, wird diese Behauptung be- 
statten.) Dadurch voreinfachen wir aber unsere Resultate in folgen- 
der Weise: 

G= Cf,siiiqt, c=Ci^ -8in(^( — jt), 

Für die Anwendung dieser Gleichungen mag man sich daran er- 
inuem, dafs der Quotient ans den Momentanwerten Ton — c und C 
gleich: 

ist, und dafa dieser Anadinck in gewissen Augenblicken unendlich 
grofs wird*). 

Wir kehren jetzt zu Gleichung (1) zurück. Ea sei LI = m^ 
(dies ist die Bedingung dafür, dafs keine magnetische Streunng statt- 
findet), und es möge der Wert Ur ■vernachlässigt werden können. In 



*) Hier empfehleii wir dem Leaer wieder die Ilurolifühnmg e 
beiapiels. 
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i Trausfurmatots. 



irgend einem praktischen Falle wird man finden, dafs Br sogar dann 
vemaehlässigt werden kann, wenn r einige 100 Ohm beträgt*). 
Dann gilt: 

aodafa also — e eine genaue Kopie der Eui-re von V als Funktion 
der Zeit bildet. Genau ebenso Terbält sich C. 

Sind N und n die Windungszahlen der beiden Spulen, welche 
denselben Eisenkern einschliefsen, so wird: 

(5) m:L:l = Nn : N^ : n^ 

und damit: 

Das heifst: der sekundäre Widerstand scheint um den Wert 
(R ^) , den wir den „transformierten primären Widerstand" nennen 
wollen, vergröfsert zu sein. Unter dieser Annahme ist dann der 
sekundäre Strom durch die transformierte Spannung (— -^ Vj und 
den sekundären Widerstand gegeben. 

Wären die Volnmina der beiden Spulen gleich, und ebenso die 
durch die Isolation bedingten Volumyerluste, so würde B -^^ gleich i\, 
dem inneren Widerstand der sekundären Spule, sein. Wir wollen an- 
nehmen, dafs dies zutrifft, und erbalten dann: 

also; 

(8) .. = .^-i~ 

Nun ist meistens 't\ klein im Vergleich mit p, sodafs wir setzen 



*) Man überzeuge sich hiervon seihat durch Einsetzen von Zahle nwerten. 
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II. 183] SpamiiingBafcfaJl einee Transformators. 291 

— kann demnach als der durch die Belastnng bedingte Abfall der 
sekundären Spannung angesehen werden. 

Femer ist — = ■?? der an die Lampen aligegebenen Leistung, 
also — = -i-- Der prozentuale Spamiiingsabfall ist also — j-P, d. h, 
proportional der Nutzleistung oder der Anzahl der brennenden Lampen. 

183. Die obigen Resultate können wir auch noch auf einem 
anderen Wege erhalten: Es sei I die Induktion, und zwar möge sie 
ia beiden Spulen den gleichen Wert haben. Wir nehmen also 
wiederum an, daTe keine magnetische Streuung vorhanden ist. Dann 
gilt: 

(1) r^iw + Ndi, 

(2) O^rc + ndl. 

Wir multiplizieren jede der beiden Gleichungen mit der be- 
treffenden Windungazahl (N r^p. «), dividieren durch den Wider- 
stand (ü resp. r) und addieren die Gleichungen zu einander; dann er- 
halten wir: 

(3) 'Y=-'+S' +:')". 

worin A = NC + nc ist und die Gesamt-Ampere-WindungszaLl ge- 
nannt wird. 

Wenn wir nun die Natur des magnetischen Kreises kennen, 
d. h. die Permeabilität des Eisens, seinen Querschnitt a in qcm und 
die mittlere Länge >l der Kraftlinien in cm, so kennen wir damit 
auch die Beziehung zwischen Ä und I. 

Wir haben diese Verhältnisse .eingehend untersucht und ge- 
funden, dafs der Ausdruck A in Gleichung (3) gegenüber dem zweiten 
Öhede immer ganz unbedeutend ist, wie auch das periodische Gfesetz 
für A lauten mag, so lange nur die Wechselzahl und die Dimen- 
sionen des Eisens sich innerhalb der in der Prasis gebräuchlichen 
Grenzen halten. Wir wollen ihn daher vernachlässigen und finden 
dann näherungswoise : 

Für ein Beispiel legen wir folgende Daten eiaeis wirklich aus- 
geführten Transformators von 1,5 Kilowatt Leistung zu Grunde, 
Primäre Spule; E = 27 Ohm. iV— 460 Windungen, 
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292 Bebpiel eines TransformatorB. [Tl. 183 

Selnindare Spule: Eigenwiderstand der Wickelung: i\ = 0,067 Ohm, 
n = 2i Windungen. 

Effektive primäre Spannung: SOOOVolt oder F= 2828 sin gi Volt, 
worin q = 600 sein mag. 

Femer ist k = 360 qem uud ?. = 31 cm. Im unbelasteten Zu- 
stande des Transformators ist ^'^oo; bei voller Belastung wird r 
nahezu gleich 7 Ohm. 

Wir haben vorhin den Wert R vra den transformierten Wider- 
stand des primären Kreises genannt. Er ist in diesem Falle gleich 
27 (j^)^ oder gleich 0,073 Ohm. Wenn die primäre und die sekun- 
äJire Spule gleiches Knpfervolumen und gleichen Volumverlust diorch 
die Isolation hätten, so wüi-de sieh dieser Widerstand mehr dem 
Werte 0,067 nähern, d. h. dem inneren Widerstände der sekundären 
Spule. 

zahl bei Belastung gegenüber ihrem Werte bei Leerlauf. Bei Voll- 
belastung mit r = 7 Ohm ist dieser prozentuale Abfall am grofsten, 
beträgt aber selbst dann nur 1%. Wegen seiner Kleinheit durften 
wir im Ausdruck (4) ein Anwachsen des Kenners durch eine pro- 
zentual gleich grofse Verkleinerung des Zählers ersetzen. 

Wir betrachten nun den Wert J bei seinem Maximum, d, h. bei 
Leerlauf; ^ V ist das Integral von V, also — -r^ cos 600 1; daher 
ist die Amplitnde von _r gleich ^ -t„-^- 

Um diesen Maximalwert von I, welcher jetzt in Weber aus- 
gedrückt ist, in C.G.S. -Einheiten zu erhalten, multiplizieren wir mit 
10". Dividieren wir dann noch durch cc = 360, so finden wir für 
diesen Transformator 2856 C. Gr. S.- Einheiten als das Maximum der In- 
duktion pro qcm, welches in jeder Periode zweimal erreicht wird. 
— V 

Da Ol gleich - — g- ist, so erhalten wir aus (xleichung (2) 

denselben Wert von — rc, den wir schon vorhin in Gleichung (6) 
des Art. 182 ermittelt hatten. 

184. Wir kehren nun zu Gleichung (7) des Art. 182 zurück, 
wollen aber jetzt annehmen, dafs magnetische Streuung vorhanden 
ist, uud daXs wk also für i\ jetzt r^-fTö setzen müssen. Bei einiger 
Überlegung wird man nämlich erkennen, dafs damit die magnetische 
Streuung berücksichtigt ist. Dann heilst der Divisor: 
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p + 2ri + 2l'e 
anstatt Q + 2r^; wir müssen also unser damaliges Resultat dividieren 
durch . 

oder, wenn wir 2i\ gegenüber p vernachlässigen, durch: 

i + fe. 

Die frühere Amplitude von v ist demnach zu dividieren durch: 
und dies ist nahezu gleich; 

1 + ''-^.'', 

wenn die magnetische Streuung nur gering ist. 

Äufserdem entsteht aber eine Nacheilung des Stromes um den 
Winkel : 



Nun müssen wir uns daran erinnern, dafs q ^ 2xf ist, wobei f 
die sekundliche Periodenzahl bedeutet, und ferner, dafs P, die an die 
Lampen abgegebene Leistung, umgekehrt proportional mit p ist. 
Daraus erkennen wir jetzt, dafs der vom Widerstand herriihre»de 
prozentuale Spannungsabfall gleich \ ist, der von der magne- 
tischen Strenung herrührende dagegen gleich ^a^f^P^, und dafs die 
Sti-euung eine Phasenverschiehnng um den Winkel afF erzeugt. 
Darin bezeichnet a eine Konstante, die von denjenigen Konstmktions- 
daten des Transformators abhängt, welche auf die Streuimg Einfiufs 
haben, 

185. Zum Schlufs mag der Zusammenhang der wichtigsten 
Gröfaen beim Transformator noch einmal kurz beleuchtet werden. 
Wenn V bekannt ist, so braucht man es nur zu integrieren und 
durch N zu dividieren, um J zu erhalten. Nach Multiplikation mit 
10* mid Division durch den Querschnitt des Eisens (in qcm) erhalten 
wir dann H, die Induktion pro qcm im Eisen, als Funktion der 
Zeit. Die für die betreffende Eisensorte esperimentell ermittelte 
Kurve ^ setzt uns nun in den Stand, für jeden Wert von B den zu- 
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294 Kondensator im primärea Stromkreise eines Tranafoi-mators. [11. 185 

gehörigen Wert H zu fimien, rmd dieser, multiplizieii mit der Länge 
des magnetischen Kreises im Eisen, ergiebt uns die erforderliche 
magnetomotorische Kraft (die „Grausete") oder das -j^r-fache der 
Ämperewindangen. Damit ist dann das Gesetz für die Ändei-nng von 
A gefanden. 

Wenn nun ein sekundärer Strmn aicht vorhanden ist, so ergiebt 
A direkt den primären Strom, und unsere Ableitung müfate daher 
tür einen unbelasteten Tranaformator oder eine Drosselspule autreffen. 
Dies ist indessen nicht gana richtig, da man niemals mit einem wirk- 
lich unbelasteten Transformator zu thun hat, selbst wenn der Strom- 
kreis, den man gewöhnlich als den sekundären bezeichnet, einen un- 
endlich grofsen Widerstand besitzt. 

186. Das Grovesche Problem: Wirkung eines Kondensators im 
primäpeii Stromkreise eines Transformat«rs. 

_ jlD5(F^ur9T) sei der primäre Strom- 

kreis mit einer elektromotorischen Kraft 
.E = £oSinwi, einem Widerstände iJ und 
einer Selbstinduktion L. BA ist ein Kon- 
densator von der Kapazität K, r ein pa- 
rallel zum Kondensator geschalteter in- 
duktionsfreier Widerstand. Der Strom im 
primären Stromkreise sei ü und habe die Ämphtude C'^. Der Wider- 
stand des Kondensators beträgt -^^ Ohm. 

Es ist nun ein leichtes, den Wert von Cf, auch für den Fall 
hinzuschreiben, dafa r und K irgend welche endliehen Werte be- 
sitzen*). Aber für unsere Aufgabe wollen wir annehmen, dafs ent- 



*) Haben sowohl )■ als auch K endliche Werte, so bilden die parallel g 

aohalteten Wideret&nde zwiacien B und A zusammen einen Widerstand 

und der gesamte für die Beatinmi 
treiaes beträgt; 



C = 



(1 + r KP) Eg sin ntl 

"(Ü + r — LrEn') + (BrK+ L) 6 ' 

(l-f)-'g%^E/ 
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Tveder *■ -= oder r = oo sei. Wenn r = iat, so ist der Geaamt- 
widerstand gleich R + L6, der Strom wird gleich „ , _ . , und 
es gilt: 



(1) ^'o^ 



" E^ + L^n^ 



Ist dagegen r = oo, so wird der Widerstand: 



1 4- J{gg + £JS 
Are "'^'" KO 



R + LO + ~-^ oder 

oder gemäfs Art. 167 

{l — LKn')-\-JiK6 
Kö " ' 

und demnaeh findet man: 

Nun ist aber der Ausdruck (2) gröfser als der Ausdruck (1), 
sohald 2KLn^ gröfser als 1 ist. Der primäre Strom wird also durch 
einen Kondensator verstärkt, wenn dessen Kapazität gröfser als , 

ist. Die verstärkende Wirkung erreicht ein Maximum bei K = y— j- ; 
in diesem Falle kompensiert der Kondensator die Selbstinduktion der 
primären Spule voUstäudig. 

187. Wecliselstroiugeneratoi'eii in Reilieiischaltaiig. 

Die elektaromotorischen Kräfte der Maschinen seien e^ und ^; C 
sei der Strom, welcher beide durchfiiefst. Die Leistungen der Genera- 
toren sind also e^C und e^C. Nun sei: 

e^= Esm.(nt + a)] e^ = Eaia(«i — kj, 
6^ + 63 = 2EcoBa ■ sinnt*). 

Ist t die Selbstinduktion jeder Maschine, r ihr innerer Wider- 
stand, ist ferner 2R der aufsere Wideratand des Stromkreises und 
sind P^ und P^ die Mittelwerte der von den beiden Dampfmaschinen 
abgegebenen Leistungen, so ist: 

oder nach Zusainmenziehnng der Konstanten: 
C = M cos K sin (n t — b). 
*) Vergleiche Art. 109. 
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Daraus folgt daan; 

Pi = J- JW-E eos K ■ cos (k + e), 

Pg = |Jlf_Ecos« ■ eos(a — e). 

Demnacli ist also P^ grörser als Pj, und die Maschine II wird 
verzögert, während Maacliine I eine BescUeuiiiguiig erfährt; folglich 
wächst a immer weiter an, bis zuin Werte -g- Sobald dieser Fall 
eintritt, wird cobk = und damit Pj = Pg = 0: die Maschinen neu- 
ti-alisieren einander imd erzeuge^ im äuTseren Kreise feeinen Strom 
mehr. (Jeneratoren können daher nur dann in 8eri«nsehaltuiig arbeiten, 
wen« sie mechanisch mit einander gekuppelt sind. 

^ ,. 188. Da wir sehr häufig mit Stromeweigen 

in Parallelschaltung zu thun haben, so wollen 
wir im folgenden eine allgemein gültige Formel 
für diese Fälle geben. 

Wenn die elektromotorischen Kräfte e^, e^, e^ 
(Figur 98) konstant sind, so gelten die Gleichungen: 

(1) c = Cj^ — Cj^r^ = Sg — (^r^ = gg ■— c^r^, 

(2) .. + <i + »,-0. 

Sind nun die Werte e^, e^, e^ und «\, r^, r^ gegeben, so finden; 
wir daraus leicht die Ströme; denn es gilt: 

V + f+r 

r^+V^ + ir 

Sind dagegen die elektromotorischen Kräfte e nicht konstant, so 
haben wir in unseren Formeln an die Stelle der blofsen Widerstands- 
werte r^ u. s. w. die Ausdrücke )\ + ^Ö u. s- w. zu setzen. 

189. Generatoren in Farallelschaltnng. Zwei gleiche Genera- 
toren seien parallel auf einen induktionsfreien Stromkreis vom Wider- 
stände R geschaltet. 

Jeder Generator besitze einen Widerstand r und eine Selbst- 
induktion ;. Die elektromotorischen Kräfte der beiden Maschinen 
seien: 

e, = Eam(nt + «), e^ = EsiTi(ni - «). 

Welche mittlere elektrische Leistung wird dann jede der Ma- 
schinen übernehmen? Werden sie bestrebt sein, den gestörten Syn- 
chronismus wieder herzustellen? 
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Wenn e^ und e^ konstant ■wären, oder wenn l — wäre, so würde 
V ^e^ — c^r = e^ — c^r = (Ci + c^)B sein; and folglich würde dann 
gelten: 

Bei Wechselstrom und Selbstinduktion müssen wir nun für r 
den entsprechenden Wert r + ^Ö einsetzen. Der Leser wird leicht 
einsehen, dafa wir dann schreiben können: 

e^ = e^(a-i$), e,^e^{a + hO), 

wobei die Beziehungen gelten: 

ra^4-?>*»*^— Ij « = 0082«, bn = s'm2a. 

Dann ergiebt sich: 



(1) 



h+'B-'T) + <>"{'+i)' 



und für c^ ein analoger Ausdruck mit dem Faktor c^, nur dafs darin 
b negativ wird. 

WoUen wir die Gleichung (1) unter Benutzung der Regel des 
Art. 167 yollständig ausführen, so erreichen wir eine wesentliche Ver- 
einiachung durch Einführung von drei neuen Winkeln: 

tangV',^;^^---jj, 

Dann wird nämlich; 

c^ = _Msin(m( + k — 9 + i^,), 
Cj = MBin(nt — « — 9) 4- ips), 

wobei die Winkel (p^ ip^, ii>^ sämtlich zwischen und + 90" an- 
genommen sein sollen. Die mittleren Leistungen der beiden Ma- 
schinen sind dann: 
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Pg -= ME EOS [ip — Ji'^), 

Jlf ^ für -^ - ^' , ), .r ^- - -E" steht. 

; Verhältnis der beiden Leistungen zu einander wird: 



-P. Cl 


3a (<p-^,) 


l'enen Stromkreis (P = 


= co) erhalten 


tangq^ = _-, t&ngiit^ ■ 


_ ^"1 " _ . 


P, Ol 


3s(,p-1^,) 



.3 (V + .^) 

In diesem Fa,Ue ist offenbar P^ gröfser als F^. Den allgemeinen 
Auadmek für ~- haben wir nicht selbst eingehend studiert, aber 
andere, welche dies gethan haben, behaupten, dafs P^ unter allen Um- 
ständen gröfser als Pg werden muls. Wir empfehlen dem Leser, be- 
stimmte Wei-te für r, l, li und a einzusetzen und selbst eine Probe 
anzustellen. Wenn wirklich F^ immer gröfser ist als P^, so bedeutet 
dies, dafs unter allen Umständen der Toreilende Generator mehr Ai-beit 
leistet und also in seiner Gresehwindigkeit naohläfst, während der 
nacheüende entlastet wird und infolge dessen schneller zu laufen 
strebt. Es bestellt also eine Tendenz zum Syiichronismus, nnd folg- 
lich kifnnen mehrere Wecliselstpomgeneratoren parallel auf ein Netz 
arbeiten. 

190. Knickfestigkeit. Wir betrachten eine Stütze aus homo- 
genem Material mit voUstäudig prismatischem Querschnitt unter dem 
Eiuflufs zweier Kräfte F, welche s.a. den beiden Enden angreifen und 
durch die Zentren der Endquerschnitte gehen. Das Eigengewicht der 
Strebe wollen wir dabei vernachlässigen. 

In Figur 99 bedeute ACB die Mittellinie der Stütze in ge- 
bogenem Zustande. Es sei I*Q ^ y die Durchbiegung hei F, wo 
OQ = x ist; ferner werde die Länge 0A^= OB mit l bezeichnet. 
y möge überall als klein angenommen werden können im Vergleich 
mit der Strebenläuge 21. 
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Fy iat das biegende Moment und -^j folglieh die Kriimmmig 
im Punkte P, wenn E den Elastizitätsmodul für das Material be- 
deutet und J das kleinste Trägheitsmoment des Querschnittes, 
bezogen auf eine durch seinen Schwerpunkt gelegte Gerade. | 

Da nun in Art 60 die Krümmung sieb gleich — ,--j ergab*), 
80 erhalten wir hier: 

Durch Probieren kann sich nun der Leser leicht über- 
zeugen, dafs der Gleichung (1), die wir schon früher benutzten 
(Artikel 119) und auch später noch wieder anwenden werden. 
Genüge geleistet wird durch die Funktion: 



"i'Vij)' 



worin a irgend einen beliebigen Wert haben kann. A^ 

Für x = wird offenbar y = a, woraus sich die Be- ^j 

deutung Ton a ergiebt; es ist die Durchbiegung des Balkens ^ ^^ 

in der Mitte. 

Die r^chsten Schlüsse mufs der Leser mit besonderer Sorgfalt 

verfolgen 






*) Bezüglich des ^ orzeiolien'J IjsarJitB man folgeniie« üezciclmen v 



y-^ die „Krünmmng einer von der ' ise nur wenig abweictenden Kurie , lind 

ist der AoHdrutk, durch den wir die ErummTmg messen wollen im wesentlichen 

positiv 90 müssen wir dem Ausdrucke ,—^ ein solches \orzeichen geben, dj,ra 

er ebenfaUe positiv wird Betrachten wir mm die „Neigung" der Kurve m 
Figur 99 so, wie wir ea frulier bei Pignr 6 {S 23) thaten, so werden wir finden, 

dah j-^ jedenfalls von r _ bia /■ = OA negativ ist Da nun y positiv 
ist, sodaCs also =-t ebenfilla poaitiv wird, ao müssen wir aaf dei rechten 
Seite der Gleichung (Ij — — ^ sdneiben 

Es lafst sieb zeigen, dafs die allgemeine Lösung (vergleiebe Artikel 154 
und 3^0) irgend emer derartigen Gleitbnng wie (1) welche geschrieben werden 

folgendermal'aen lautet; 

wobei A und B beliebige Konstanten sind. A und S sind dabei so au wählen, 
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Bei X = l wird y = 0. Uarans folgt: 

(B) «■co8(i]/^Q = 0. 

Diese Beziehung ist aber nur möglich, wenn entweder a oder 
dei Oosinus gleich ist. Wenn daher überhaupt eine Biegung ein- 
tiitt. sodafs also n einen von vci^ehiedenen Wert hat, so muVs 
der Cosinus gleich sein. Nun ist aber der Cosinus eines Winkels 
nur dann ifleirh Oj wenn der Winkel gleich - oder oder 

, u s w ist E'i liegt auf der Hand, warum wir hier unsere Auf- 
meiksamkeit aut dfn Fall beschränken, dafs der Winkel - beträgt*). 
Die Bedingung dafür, dafs überhaupt eine Biegung eintritt, lautet also: 

und daraus ergiebt sich: 

(4) -r=-^^?" 

als die zu^ssige Belastung des Balkens. 

Diese letzte Gleichung ist bekannt unter dem Namen der Euler- 
schen Knickformel. Die Last, welche durch (4) angegeben wird, 
kann ebensotcohl eine sehr Jchine als eine sehr grofse Biegung erzeugen. 
Es ist ein leichtes, diese Theorie auf Stützen auszudehnen, die an 
einem Ende oder an beiden eingespannt sind. 

Für die Gleichgewichtsbedingung bei sehr grofser Belastung ist 
die Gleichung (1) nicht mehr genau richtig, da bei starker Biegung 
der Wert -j— ^ für die Krümmung nicht mehr zutrifft; aber für aUe 
in der technischen Praxis vorkommenden Fälle kann sie als zutreffend 
angenommen werden. 



dafa sie der speziellen Aufgabe entsprechen, welKte gelüst werden soll. In dem 
vorliegenden Falle ist j/ = für x =• l und ebenfalls für a: — - — i. 
Darans ergiebt sich dann sofort, dai's Mer gilt: 

= 4 cosni + B ainnl, 

= Af-ofnl -- £ amnl, 
woraaa B = folgt. 

*) Dieser Fall ergiebt nämlich den geringsten Wert für die Tragfähigkeit F, 
Die übrigen Möglichkeiten: 4™, 4^ u s w bedeuten, dafs y auch zwisAin den 
Grenzen x^ — l und x = Z einmal vder ottei gleicli Null -werden, snll, oo dafs 
also die Biegungslinie Wendepunkte be-<itzt 
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191. Wir wollen nun annelimen, äais der durch (4) angegebene 
Wert von F diejemge Belastung ist, welche den Balken zum Brechen 
bringt, wenn er infolge der Biegung überhaupt bricht. Ist andrer- 
seits f diejenige Druchspanmmg, welche ein Zerdrücken des Balkens 
zur Folge hat, und A seine Qvierschnittsfläche, so wird die Be- 
lastung f'Ä den Balken durch unmittelbares Zerdrücken (Zermalmen) 
zerstören; als zulässige Last müssen wir natürlich das kleinere der 
beiden Resultate annehmen. Es ist leicht einzusehenj dal's der Wert fA 
für kurze Streben in Frage kommt oder für aolche, welche durch 
einen Kunstgriff an der Biegung yerhindert werden*), während (4) 
für lange Streben maCsgebend ist. 

Nun ist es aber selbst bei grÖfster Sorgfalt nicht möghch, 
Streben ganz gerade oder ganz homogen herzustellen; auch ist es 
nicht leicht, sie genau in der angegebenen Weise zu belasten. Die 
Folge ist, dafs sie sich auch schon bei geringer Belastung durch- 
biegen, und dafs sie viel früher brechen, als der Wert fA bezw. die 
Gleichung (4) angiebt. 

tTberraschender weise bestätigt aber trotzdem der Versuch, dafs 
die zulässige Belastung (bei gleichem Querschnitt der Stütze) nähe- 
rungsweise dem Quadrat ihi-er Länge umgekehrt proportional ist. 

Die beiden Formeln für kurze und lange Stützen können wir 
nun in folgende Gfleichung für die Gfrenze F der Tragfähigkeit zu- 



und diese Formel auf Stfitzeii von jeder Länge sHwenden. Wenn 
nämlich l grofs ist, können wir die 1 im Nenner vernachlässigen, so 
dafs der Ausdruck (5) mit dem Ausdnick (4) identisch wird. Ist 
andrerseits l klein, so können wir näherungsweise den Nenner gleich 
1 setzen und erhalten also F = fA. 

Wir haben auf diese Weise eine empirische Fonnel gefunden 
welche sich für alle Balken als recht gut zutreffend erwiesen hat. 
Um sie auf ihre gewöhnliche Form zu bringen, setzen wir J = j4^^, 
worin k der Meinste Trägheitsradius des Querschnittes in Bezug auf 
eine durch seinen Schwerpunkt gelegte Äxe ist. Dann wird 

(6) -f-^. 
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Stätzeu mit seitliclier Belastung. 



worin « = y,- j zu setzen ist. Besser nocli sieht man /'und a als 
Zahlen an, welche dareb wirkliche Versuche an Stutzen auf das sorg- 
fältigste festgestellt sind. 

Wirken die Kräfte F nicht genau im Zentrum der beiden End- 
querschnitte, sondern in einem Abstände /( von demselben, so wird 
y ='h für x=l. Daraus erklärt es sich, warum Stützen, die nicht 
Tollkommen zentral belastet sind, schon bei einer bedeutend geringeren 
Belf^tung brechen, als Gleichung (4) angiebt. Wer sich eingehender 
mit den besprochenen Gegenständen zu beschäftigen wünscht, möge 
etwa Müller-Breslau, „Dif nmam Methoden der Festigkeitslehre" 
(2. Aufl., Leipzig, 189B) zur Hand nehmen. 

192. Stutzen mit seitlicher Belastung. Wir wollen unsere Betrachtung 
auf Stützen mit gelenkartig gelagerten Enden beachränten. Die seitliclien Be- 
lastungen, snsaxumen mit den erfoidetlichen seitlichen Unterstiitznngskräfteu, 
mögen ein Biegungsmoment Si"!) eraeugen, dann giebt die Gleichung (1) aua 
Artikel 190: 



J.'j + »M _ - EJt 



Beispiels weist sei eine Stutze gUtchmal^iy aeiÜich hclastet Tielieitht lurch 
Zentrifugalkraft uder auch durch ihr eigenes Gewicht und infolgedessen sei 
S(a) = ^10 (t^ — v^ wenn w die seitliche Belastung pio cm Länge bedeutet. 

Wir linden nun dafa es etwas beqnemer ist I{a.j = |TT J ^^aj-' ^° setzen, 
wobei W die gesimte seithehe Belastung bedeutet dieser \iisdrutk ist Ton 
dem vcrigen nicht wesentlich verschieden 
Dinn ergiebt sich 

d^y , F , ,Wl ■n: 
nnd daraus: 

Die Durchbiegung in der Mitte beträgt; 



md das gröfstc Biegungamoment (i 



Setzen wir in diese l'ormel einmal W^O ein, während jt irgend einen 
beliebigen endlichen Wert besitzt, so sehen wir, dafs der Kennet des Bruchea 
den Wert haben mtifs. Indem wir ihn gleich setzen, erhalten wir die 
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Bulersche Formel für Stützen, bei denen wegen ihrer grofsen Läjige die Druck- 
Bpanaungen nicht beracksicttigt au werden brauchen. Bezeichnen wir den 

Eideraclieii Wert für F wt U, ao dafs U -= ~ a1T~ ^^^^^ so geht Gleichung (4) 
über in: *' 

Ist z^ der größite Abstand eines Querschnittsptuittes von der neutralen, 

Linie auf der Druckseite, also -~ ^^ Z das kleinste Wideretandsmonient des 

che und f die gröfste in der 
I gilt die Bezieliung ; 

Benutzen wir diese Gleichung und setzen noch § für — (d. i. die nach 

F 
Enler eiilässige Bdastung pro qcm Querschnitt) nnd ferner i.v für — (d. i. die 

Rirkhcli Yortandene Knukbelistung pro qcm), so gilt; 



1-: 1- 



4/2' 



eine Pormel dip siuh dem (jpdächtciBse leicht einprägt; aus ihr kann dann w 
gefunden werden 

Bei>"piel Knpplnngs Stange zur Verbindung zweier Lokomotivtriebasen. 

Tedpr Punkt einer eisernen odtr stählernen Kupplung stange von der Länge 
2 1 cm bewege sn.h aut einem Kreise von r cm Eadius. Der Querschnitt der 
Stange aei ein Rechteck von d cm Lange in der Ebene der Bewegung und ö cm 

rechtwinklig zu derselben. Wir können dann. W= kg setzen*), wobei n 

die Umdrehungszakl pro Minute bedeutet. Man betra,olite nun die Stajige als 
eine an beiden Enden gelenkartig gelagerte Stütze bezüglicli beider Richtungen, 
in walchen sie brechen könnte: 

1) auf Biegung in der Richtung, in welcher keine Zentrifugalkraft herrscht, 

und in welcher J = —■ ist. 

Enlors Geaeta ergiebt als zulässige Belastung \ 



m 



" 48 P 



D e«en "W prt d aaen wir n m als lie an len En len a, gre fen Ic K aft ein 
setzen die ein Km ken auch in der an leren Biegungsr chtii g lau b wirken 
sucht Und zwar soll das VerhtJtnis von 6 und d so gcwaWt wer i n lafs die 
Sicherheit der Stange nach beiden Eii,htungen hm gleich grofs ist 

2) Man untersuche die Stange auf Biegung in der Eichtung m wel her 
d e knickende Knft durch die Zentrifugalkraft nte -st itzt wird Unsei t ins 
( lei htmg h) st gleich der oben untPr ( | gena nten röNe livibert durcli 
l l odpr Zihlen 



nbd- 7,Si 
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Beispiele für BeanBprachnng auf Knieken imd Biegnng. 



wenn E — Z 2 10* angpnomiiieii wird. 

Uehmen wir beisjjielfi weise als Kulässige Druckspannung / für den bouutatcii 
Stahl 1400 Lg prc qcm an (wir müssen f wegen der fortwährend wectselndeti 
Riehtnng der tipannung zipmbrfi klein wählen) und beactten, da(a / in dieser 



wir aua Gleichung (6): 

?)(>-fV "•;■•■ 



307 36 408 486 I bO 



Zur B e hnung eine boI ken Tabelle nimmt ma m q m t ri an 
und bere ha t dam n aus ile h ng (8) 

Ü> nn saufgal e Man betra bte me horizontale 00 m lan e J — 100), 
n nde e e o fatiuine n m Du hm sser und nehme I gle eh 360 kg an Die 
En klelastun lei tauge wurle dann ftr a h allem e pannnng tou 

1 16 — - hn b ngen DaankoiMne eine ee tb heBelaatun^ o sol ke bröfse, 

dafs d eaelbe alJ n e ne % annung o 150 — s- erzeugen wurde {E ^engewielit). 

Es et u ze dafiä wenn l"e de F fluss gl h e t g rken n bpannung 

von ca. 135U kg pro qcm entsteht. Dabei ist E^ 2 000 000 angenommen worden. 
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Kapitel III. 
Schwierigore Aufgaben und Lehrsätze. 

193. Im ersten Kapitel haben wir uns allein mit der Differen- 
t.iation und Integration von :if beschäftigt, im zweiten Kapitel ent- 
sprechend mit e"^ und sin ax, und wer nicht ausführlichere Studien 
in der höheren Analysis ansteUen will, kann sich mit den ge- 
nannten Funktionen begnügen. Unsere Kenntnis jener drei Funk- 
tionen genügt zur Lösung fast sämtlicher Aufgaben, die dem prak- 
tischen Ingenieur begegnen. So wird man denn auch sehen, dafs 
viele TOn den Beispielen, die wir im dritten Kapitel entwickeln werden, 
auch schon im ersten oder zweiten hätten gegeben werden können. 
Um weitergehende Studien über Differential- und Integralrechnung 
anzustellen, wird der Studierende zweckmäfsig ein ausführliches Lehr- 
buch dieser Wissenschaft zur Hand nehmen, wie solche in gröfserer 
Zahl sowohl zum Selbststudium, wie zum Gebrauche neben Vorlesungen 
vorliegen. 

Es ist nur eine kleine Anzahl einfacher Regeln, vermittelst 
deren man sich ohne besondere Mühe die Fähigkeit, eine elementare 
Funktion zu differenzieren, erwirbt. Wenn wir diese wenigen Eegeln im 
vorliegenden dritten Kapitel zur Behandlung bringen, so sollen unsere 
Entwicklungen den Zwecken der Einführung oder der Wiederholung 
dienen. Auf diese Art werden die folgenden Ausführungen auch 
neben den ausführlicheren Lehrbüchern zur Verbreitung der Kenntnis 
der Differential- und Integrakeehnung dienen. Leider erwerben sich 
nur so Wenige eine tiefer gebende Kenntnis dieser bewundernswerten 
Wissenschaft; und leider verliert so Mancher gar zu schnell seine 
kaum erworbene Fähigkeit im Differenzieren, weil er sich niemals 
die Mühe genommen hat, den fimdamen taten Begriff des Differential- 
quotienten wirklich klar zu erfassen. Wenn aber Jemand die Grund- 
begriffe unserer Wissenschaft klar erkannt hat, so sollte er sich auch 
die nötige Fertigkeit in der Handhabung derselben erwerben und 
diese Fertigkeit bewahren. Dieselbe ist wirklich nicht schwer zu ge- 
winnen; wenn der Leser die Übungsaufgaben gründlich durcharbeitet. 
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Beflnitioii des DiSerentialquotienten. 



, er auf jeden Fall eine ausreicliende Fähigkeit im Diffe- 
renzieren der elementaren algebraischen und transcendenten Funk- 
tionen. Diese Fähigkeit wird ihm aher für seine spätere Praxis von 
gröfstem "Werte sein. 

In den yoraufgehenden Kapiteln haben wir es als sehr wichtig 
bezeichnet, dafs sich der Leser für die Funktionen: 

y — aaf, y = a^"', y = a sin (hx + c) 

einige Zahlenbeispiele bildet und sich dieselben durch Zeichnung der 
zugehörigen Kurven veranschaulicht. In gleicher Weise sollte der- 
selbe die neuen Funktionen behandeln, die weiterhin auftreten werden. 
Doch betonen wir warnend, dafs ea besser ist, einige wenige Kurven 
recht sorgfältig zu zeichnen, als die mangelnde Güte der Zeichnungen 
durch die grofse Zahl der behandelten Fälle ersetzen zu woUen. 

Der Ingenieur erkennt seine Fähigkeiten bei dem ersten Problem 
irgend welcher Art, das er in voiler Selbständigkeit zu behandeln 
hat. Die Art des Problems thut dabei gar nichts zur Sache; aller 
Nachdruck liegt auf der Sorgfalt und Vollständigkeit der Bearbeitung. 

Es möge z. B. die zur Funktion y = taug (ax) gehörende Kurve 
gezeichnet werden. Wir setzen dabei voraus, dafs der Leeer die 
Funktionen ae*^ und sin nx, sowie a^" ■ ainnx bereits in entsprechen- 
der Weise behandelt hat. 

194. Es sei eine Gleichung y = f(x) vorgelegt, welche uns ge- 
stattet, für einen gegebenen Wert x den zugehörigen Funkiionswert 
»/ zu berechnen. Wir werden somit auch für den veränderten Wert 
X -\- ^x den zugehörigen Wert: 

y ^ ^ij'^fix^ Ax) 

der Funktion berechnen können. Durch Subtraktion des ursprüng- 
lichen Funktioiw wertes vom abgeänderten und Division mit Ax finden 



(1). 



^y_ _ f{^ + ^^) - fi^) . 



Wir haben hier nur für eine beliebige Funktion fix) ausgeführt, was 
wir für unsere vielgenannten drei Funktionen x'', ^, sin x oben im 
speziellen vornahmen. Unsere Deflnition des Differentialquotientea -—, 

wird demnach auch wie oben die sein, dafs er der Grenzwert des 
Quotienten (1) für unendlich kleines, d. h, ohne Ende abnehmendes 

Ax ist. 
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III. 195] Diffei-entiation eines Produktes. 307 

195. Es geht immittelbar aus der gegebenen Definition hervor, 
dafs der Differentialquotient des Prodnktes aflx) aus der Konstanten 
a und der Funktion f{a:) gleich a multipliziert mit dem Difi^erential- 
quotienten von fix) ist. Ebenso leicht ist zu zeigen, daCs der Diffe- 
rentialquotient der SDmnie mehrerer Punktionen gleich der Summe 
der Differentialquotienten der einzelnen Summanden ist. In einigen 
Beispielen des ersten Kapitels haben wir diese Regel bereits ohne 
Beweis zur Anwendung gebracht. 

Den Beweis des zuletzt genannten Lehrsatzes können wir in 
folgende Gestalt kleiden: Es sei 

y = u -\- V ■'r w 
die Summe von drei gegebenen Punktionen von x. Man lasse x um 
zlx wachsen und bezeichne die entsprechenden Änderungen der drei 
Summanden durch Au, Av, z/w. Bezeichnet man alsdann die Ände- 
rung von )/ durch Ay, so gilt: 



und 






Beim (ireuK abergang für unendlich kleines Ax folgt also: 

dx dx dx dx 
196. Bifferenticdquotient eines Prodnktes von swei Funktionen. 
Es sei y = uv, wo u und v Funktionen von x sind. Bei Zunahme 
von X um Ax geht y über in: 

y + ziy = (m -1- z}u)(v + ^v) = uv -^u ■ Av + u - z/w + Au ■ Av. 
Durch Subtraktion der ursprünglichen Gleichung folgt: 

Ay = M ■ Av -\- V ■ Ati -\- Au ■ Av 
und 

^y Av , All, . z/m , 

Am ^ "^ ■*■ '"'Am "*" "Äx ' 
Wir nehmen nun an, dafs Ax und infolge dessen auch Au, Av, 
Ay unendlich klein werden. Welchen endlichen Grenzwert j- dabei 
auch ---- annehmen wird, jedenfalls wird sich -- — Av der Grenze 
nähern, sodafs wir gewinnen: 

dy di> du 

ilx ^ "i?«'^ ""dx' 
Der Leser wolle diese Regel selbständig iii Worte kleiden. 
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Für die Funktion y = uvw, die wir auch ia der Gestalt uv ■ tv 
schreiben können, ist es leicht, durch Wiederholung des gleichen 
Sehlufs Verfahrens die Regel abzuleiten: 



Erläuterung. Ist y = 10a;', so findet raan direkt — "iOx^. 
Wir können diese Punktion aber auch so sehreiben y = bx^ ■ 2x*. 
Die Anwendung unserer eben entwickelten Regel hefert alsdann: 

Der Leser wird sich weitere Beispiele leicht selber herstellen. 
197. DifferenUalquotient eines Qaotieaten von zwei Funktionen. 
Man setze jetzt y = — , wo wieder m und v IVoktionen von x 
sind. Unter diesen Umständen gilt: 

s + ^n-l^-t,'^' 



»raus wir durch Subtraktion finden; 






Jy _ 



Wird /ix unendlich klein, so nähert sich auch vziv der Grenze 0, 
und dso folgt: 

du dv 
dy ^_ äx dx 



Der Leser wolle sich auch diese Regel wieder in Worte fassen, 
und er wolle dabei vor allen Dingen sich reehfc genau einprägen, dafs 
es das Pi-odukt v ,- ist, welches im Zähler voransteht: Nenner mal 
Differentialquotient des Zählers, minus Zähler mal Differentialquotient 
des Nenners, die Differenz geteilt dnrch das Quadrat des Nenners. 

Einige Erläuterungen mögen sich wieder anschliefsen: Ist 1/= -■— , , 

so kann man auch j/=8a^ schreiben und findet direkt , =40^:*. 
Nach der angegebenen Formel ergiebt sich; 
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Differentiation z 



Der Leser wolle auch noch die Funktionen: 

V = «- 4- = 5 ■ 3^~ oder u = — „ --,- == — ix ^ 
als Stichproben der „Quotimtem-egd" differenzieren. 

198. Ist p eine bekannte Fimktion von 2, 2 aber als Funktion 
von a: gegeben, so kann man leicht aneh y als Funktion von x dar- 
stellen, Ist z. B. y = ft log (as^ + g) und s = c + clx + sin ex, so 
ist offenbar: 

y = i log [a(c + dx + sin ea:)^ + g]. 

Wir bringen ein derartiges Abhängigkeitsverhältnis allgemein 
durch die beiden Gleichungen; 

y = f(s) und ^ = F{x] 
«um Ausdruck. Lassen wir jetzt x um J h zunehmen, so wird ein 
entsprechendes Wachstum ^2 erfahren. Zu ebin diesem Aa aber ge- 
hört eine Zunahme Jy von y, und es ist klar, dafs dieses Ay durch 
Vermittelung von z und Az aus x und ii% berechnat werden kann. 
Dabei wird alsdann die Gleichung gelten: 

(\\ £^_:^ ££ 

^ > äx .J2 ■ dm 

Offenbar gilt diese Regel deshalb, weil wir den aus s — F{x) be- 
rechneten Zuwachs Ab auch in der Gleichung y = /■(«) zur Bestim- 
mung von z/j/ benutzten. Wir schreiben vor, dafs dies Saeh Verhältnis 
bei unendlicher Abnahme von Az bestehen bleiben soll; es wird als- 
dann die Formel (1) gültig bleiben, wenn Ax und infolge dessen auch 
Az und Ay ohne Ende klein werden. Wir gelangen so zu der Gleichung: 

^^> dx~' ds ' dx' 

Es handelt sich hier iim ein aufserordentheh wichtiges Theorem, 
und der Leser darf nicht ruhen, bis er dasselbe deutlich aufgefafst 
hat. Mau wolle dabei wie immer beachten, dafs z. B. die Gröfse dz 
in (2) keine selbständige Bedeutung besitzt; wir sagen gar nichts über 
ds für sich genommen aus, sondern wir sprechen allein von den 

YerhäUnisseit ~- und .— ■ 
dz dx 

Es ist gewifs nicht unsere Absicht, ilen Anfänger zu plagen; aber 

es würde sieh später rächen, wenn ei ubei den in Formel (2) zum 

Ausdruck kommenden Satz zu schnell hinweggehen würde. Wir 

müssen daher hier einige erläuternde Beispiele einschalten. Man setae 
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DifFerentiation zasftmmengeaetzter FnoUiDii 



etwa erstlich m = ms", s = hx^. Da , ■ = 3««^ und ," = 2/iiC ist, 
so gilt: 

dx dz dx 

Indem wir aber in y = az^ für s den Ausdruck bx^ eintragen, folgt 
y -= ah^x^, sodafe wir durch direkte Differeütiation von. y nach x den- 
selben Ausdruck gewinnen. Der Leeer wolle sich ähnliche Beispiele 
in gröfserer Zahl selbst bilden. 

Der Begabtere mag sieh die Regel (2) noch vermöge dreier 
Kurven deutlich machen, von denen die erste die Beziehung zwischen 
X und z darstellt, die zweite diejenige zwischen s und y liefert, wäh- 
rend die x, y-Kurve aus den beiden ersten nach einer einfachen Regel 
punktweise zu konstruieren ist. Da mufs sich dann zeigen, dafs die 
Steigung der x, ^-Kurve an der einzelnen Stelle gleich dem Produkt 
der kon-espondierenden Steigungen der beiden anderen Kurven ist. 
Immerhin ist diese Betrachtung etwas zu kompliziert, um lehrreich 

Durch Verallgemeinerung der Überlegung würden wir übrigens 
zu Formeln wie 

,„, dy dy dw du dv 

^^> dx'^d^v'IÜ'dv'd^ 

gelangen. 

139. Ea ist sehr leicht, sich die Formel: 

(•4) ^.^=1 

'>*/ (Ix (ly 

an der Hand der x, »/-Kurve durch eine geometrische Betrachtung klar 

zu machen. In der That sieht man sofort, dafa , - die Cotangente 

' dy ° 

eben desjenigen Winkels ist, dessen Tangente gleich ist. 

Man kann auch so sagen: Wenn bei der Znnahme von x um 
^x die entsprechende Zunahme der Funktion z/i/ ist, und wir gehen 
von dem so bestimmten ^y aus, so müssen wh- bei Berechnung des 
zugehörigen Zuwachses ^x eben zum Anfangswerte zurückgeführt 
werden. Es ist also: 

und da diese Regel richtig bleibt, wie klein auch ^x wird, äo kommen 
wir zur Eomiel (4) zurück. 
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in. 20O] Indikatordiagramm einer GiasmaBchine. 311 

200. Für die Gleichung (2) mag hier noch ein Beispiel gegeben 
werden: Ans dem Indikatordiagramm einer Gasmasclti»e finden wir 
durch Anwendung des Artikels 57 leicht ein Diagramm für die a. a. 0. 
mit h bezeichnete Gröfse. Es bedeutet aber h dortselbst die in 
Meterkilogramm umgerechnete Wärmemei^e, welche das Gas pro 
Einheit der Volumenäaderung aufnimmt. Zugrunde liegt dabei die 
Annahme, dafs es sich um ein vollkommenes Gas handelt, und dafs 
die Wäi-me dem Gase ¥on irgend einer Wärmequelle zugeführt wird. 
(Im vorliegenden l'aUe wird die Wanne der eigenen chemischen 
Energie des Gases entnommen.) 

Gerade wie der Druck gleich , , d. h, gleich der pro Einheit 
der Volumändernng geleisteten Arbeit ist, so ist hier '' = -j^- Man 
beachte dabei, dafs h in denselben Einheiten wie p gemessen wird, 
und dafs es daher beim Zeichnen der Kurve für h nicht nötig ist, 
auf die Mafsstäbe für p oder v zu achten. In dem Diagramm mögen 
sie in Centimeter aufgetragen sein. 

Wir kennen keine Übung, welche besser geeignet wäre, den 
Leser mit der Bedeutung eines Differenfcialquotienten vertraut zu 
macheu, als die, ein Indikatordiagramm stark zu vergröfsern, danach 
eine Tabelle mit zahlreichen Werten für p und v aufousteUen und 



Wege erhält man genauere Resultate, als wenn man mit dem Lineal 
Tangenten an die Kurve legt.) Unter Benutzung dieser Werte und 



einzelne Stelle wollen wir jetzt die Wänueaaf nähme pro Sekunde er- 
mitteln. Bedeutet t die Zeit, so ist -^ = ,-- ■ -rr ; folglich brauchen 
' dt dv dt ^ ° 

wir die gefundenen Werte von /( nur mit -^r zu multiplizieren. 

Da nun - ■ durch die Geschwindigkeit des Kolbens gegeben ist, 
und da die Bewegung des Kolbens nahezu eine einfach harmonische 
Bewegung ist, so können wir die Werte -tt leicht graphisch bestimmen. 
Wir beschreiben über der Basis des Diagrammes, welche den Kolben- 
hub bezeichnet, einen Halbkreis; dann geben die Ovdinaten des Halb- 
kreises die Werte für an. Wir haben daher jeden Wert von h 
mit der zugehörigen Ordinate des Halbkreises zu multiplizieren und 
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Isolierung der dx imd dy. 



Mafestabe das Dia- 



gramm, welches für jeden Augenblick -^ aagiebt. — 
Nachdem wir die Regein: 

dy_^dy _dv ^^^ dy ^ 1 

dx dv dx dx dx 

dy 
kennen gelernt haben, werden wir häufig äx und äy so behandeln, 
als ob sie Iconstante, von KuU verschiedene Gröfsen wären. Wir 
müssen uns dabei jedoch stets dessen bowufst bleiben, dafs die Zahlen 
dx und äy strenge genommen vwriahele Gröfsen darstellen, welche 
bei ihrer Veränderlichkeit die Null zur „Grense" haben sollen. Haben 
wir uns aber bereits früher entschlossen, die abgekürzte Schreibweise 
-^ zu gebrauchen, wo wir, genau genommen, den „Grenzwert des 
-j— " bezeichnen wollen, so werden wir jetzt sogar, wo es 
zur Bequemlichkeit beim Operieren mit den Formehi dienlieh ist, 
dy Ton dx isolieren. So sehreibt man wohl: 

(1) Mdx + Ndy = 0, 

wobei M und iV Funktionen von x und p sind; eigentlich gemeint 
ist aber damit: 

(2) M+N^^O. 

Ebenso kann man, wenn y = ax^ ist, wohl schreiben; 

(3) dy = 2ax ■ dx, 
wo es besser heifsen sollte: 

(4) i-2„^. 

Der Hauptvorteil bei dieser etwas geänderten Schreibweise be- 
steht darin, dafs sich dann die Integration einfacher gestaltet. Wir 
brauchen nämlich z. B. in (3) nur beiderseits das Integralzeichen TOi^ 
zusetzen, während wir, um Gleichung (4) au integrieren, die Operation 
in Worten erklären müfsten. Und doch sind beide Methoden in Wahr- 
heit identisch. Bereits in Kapitel I haben wir übrigens vorüber- 
gehend dx und dy in dieser Weise gebraucht. 

Bein mathematische Beispiele für den in Artikel 198 abgeleiteten 
Satz könnte man in Menge aufstellen; nicht so leicht ist es dagegen, 
Material zu finden, welches zu neuen Gedanken über den Gegenstand 
anregt und dem Leser die Bedeutung des Satzes anschaulich macht. 
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TTI. 300] DifFwentiation von log(x-\-ä), sinaic und tanga;. 313 

Das Gesetz ist richtig, und es ist nicht schwer, es zu beweisen; aber 
der Schüler mnfa das Gesetz zu einem Teile seines Denkvermögens 
machen, und dazu braucht or in der Regel mehr als abstrakte Beweise. 
Diesem Grundsatze wollen wir im Nachstehenden folgen und an 
einer Reihe von Beispielen den Nutzen des Satzes darlegen. 

301. Es sei y ^log X. Diese Gleichung sagt in anderer Form 
genau dasselbe aus wie a; = e*. Es folgt somit: 

^ = e" = X und also j^ = 
Schon im ersten Kapitel haben wir gelegentlich ohne Beweis den 
Satz benutzt, dafs das Integral von — gleich log x ist. Es war dies 
der Ausnahmefall von der allgemeinen Tiegel über die Integration 
von x^dx. 

302. Ist der Differentialquotient von sin x in der Form cos x 
bekannt, so soll man denjenigen von sin ax finden. Man schreibe: 

ij = sin ft3B = sin u, wo u — ax 

ist. Es folgt: 

-^— = cos V, uad T— = «, 

sodafs man tindet: 

du dii du 

1^ ^ s^ ■ ^- = cos u ■ a = a cos ax. 

dx dtt d(E 

Man bestimme den Differentialquotienten von y = cos ax, auf 

Grund der als bekannt geltenden Thatsache, dafs der üifferential- 

quotient von sina; gleich cos a; ist. Hier gilt: 

y = cos ax = sin [ax + j = sin u, wobei -r- ^ a 

ist. Weiter folgt somit: 

dy dy du I , '^\ 

-1^ = ZT- ■ j— ^ coa u ■ a = a cos iax + -^1 = — « sm ax. 

ao! au ax \ 1/ 

203. Differentiation von i/ = log (cc -|- «). Man setze x + a^i», 

und also « — log u. Darm ist ^j— = 1 und -j— = ; also 
^ " dx du u^ 

dy dy du __ 1 _^ 1 

dx du dx u X -{- a 
304. Differentiation von y = tajtgae. Man behandele diese 

Funktion als Quotient y^ Auf die Art findet man: 

dy_i^osx- ooa a: - am a; ■ (- sin x) _ 1 
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314 DifEerentiation von cotauga; und Becjc. [in. 204 

Der Leser wolle eicli den Prozefs der Differentiation eines Quo- 
tienten an diesem Beispiele nochmals in seinen Einzelheiten rergegeu- 
wartigen. 

305. y -- cotang x. Hier können wir yerschiedene Wege gehen. 
Behandeln wir cotang iC als Quotienten y — —■ — , so wird; 

d|/ _ sin a^ (— ei n x) — oca ^ ■ oos a: ^ 1 

dx sin'ar sin'-x 

Wir können auch: 

y = ,rS M = tanga: 

setzen und finden alsdann: 

dp^_ -2 ^' == — -^ -^-= - .— 

dx~ ' dx~ cos^a: tang= a^ cos^a' 

— .-. ■ = — cosec^ X. 

306. Zur Differentiation Ton y = sin (ax^) setze man 

y = sin u, M = ax^ 
und findet: 

dii , du j, 

3^ = cos it und :5- = 2ax, 
du dx ' 

^ = cos M ■ 2ax ■= 2ax cos (ax^). 

dx . ^ ' 

Bei y = e"""^ schreibe man m = a sin ic, j/ = e" und hat: 

^ = e", -3— = a cos X, 
dw ' da: ' 

sodafs folgt: 

-^ = e"-a cosa; = « ooax ^"^°-'. 

307. 1/ = sec ae. Wir können diese Funktion entweder nach 

der Quotientenregel, indem wir nämlich sec a; = — setzen, oder 

nach der Differentiationsregel (2) S. 309 für zusammengesetzte Funk- 
tionen behandeln. Im letzteren Falle setzen wir: 

y — (cos x)~ ^ = it~ ', M = cos X, 

du ■ dy dy du „ , . , sin a^ , 

3- = — smx, ^ = 3^--;-=^ — ir^(— sm w) = — -,— = sec a;- tang x. 

dx ' dx du dx • ' cos x ° 

208. In Art. 11 haben wu- die Cykloide durch ein Grleichungeu- . 
paar vermöge eines Hilfswinkels tf so dargestellt: 
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Differentiation unentwickelter Punktionen, 




315 








X = aq! ^a sin <p, y 


= fl — « cos rp. 






Man besliimiie 


g..dg«ri,ge„ 


d einen Punkt der 


Kurve, 






Hier 


gelten die Gleicbungen : 










ig 
dx 




dx dip' d<p ^ 




sinrp 






V VJ i 


— eosqj 




d^ 


d 


© 


d /dy\ d<p (1— CO 
d^Uxj-dx 


q,)coBq.-sin9«i''9 

(1 — coa q))' 
1 o 


{a~aa 


08 9>) 




b(1 ~ 


COS ifY y' 





309. Gilt, die Gleiohimg; 

(1) -x' + f-a', 

SO berechnet sich der Diiferentialquotient von y in Bezug auf x so; 

(2) 23: + 2yf^ = 0, ^ = -*'-. 

Wollen wir diesen Differentialquotienten als Funktion von x 
allein ausdrücken, so mufs man y aus (1) berechnen und den ge- 
fundenen Ausdruck in (2) eintragen. Bei der Mehraalil der FäUe 
ist aber die in (2) angegebene Gestalt des Differentialquotienten die 
brauchbarere. 

Wir stellen noch einige weitere Gleichungen zwischen x und y 
auf und setzen jedesmal daneben den zugehörigen Wert des Diffe- 
rentialquotienten : 

^^ , ^' _ 1 ^ ^2. ^ 

«'"+"&= ^' dx a'' y' 

?_" _ y.'. _ 1 ^ = i^' * 

a" b= ' diE iC y ' 

d + !ß = ai, |.-i + fr*g-0, g = -y1-, 

y = I x + |- sin 2x + g, siu 4:X, ^ ^ cos* x, 

y ^\ taug^x + tang x, x^ = see* x- 

Ist y = Yx^ + a^, so setze man j/ = m^, u = x^ + a^ und hat: 

^^2x ^ = ^. — = Im— 1- . 2x — -=1.1-== ■ 
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316 Differentiation von saoainx, arc tanga: u. s. w. 

210. In der Gleichung jf = arC8lnsc bedeutet y den i 
luafs gemessenen Wiatel, dessen Sinua gleich x ist. Die 
Gleichung drückt also dasselbe Abhängigkeitsverhältnis zwischen x 
und y aua, wie fl;=-sinj/. Somit gilt: 

dy _ _^^ 

Es ist hier zunächst fraglich, ob die Quadratwurzel positiv oder 
negativ zu nehmen ist; offenbar müssen wir der rechten Seite der 
L Gleichung das Vorzeichen von cosy geben. 



all. 


In sihnücher Weise folgt ans p = Strcco^X: 




äy 1 


312. 


Setzt man j/ = arc tangiK, so ist ^ = tang»/, ntid also 




ä' -».'■,- 1 + '™S'!'-1 + *■' 




ä,j 1 
ii 1 + 1- 


213. 


In entsprechender Weise ergiebt sich aus «/ = arc cotang x : 




d,j 1 



214. Vermöge der Formeln (2) Art. 198 und (4) Art. 199 sind 
wir im Staude, jede zusammengesetzte elementare Punktion, sowie jede 
zu einer gegebenen inverae Funktion zu differenzieren. Der Leser 
wolle sich neben den vorstehenden Beiapielen noch weitere selber 
bilden; er wolle z. B. die einzelnen Formeln der im letzten Artikel 
des vorliegenden Buches enthaltenen Integraltabelle bestätigen. Eine 
solche möglichst vollständige Tabelle von Integralen mufs übrigens 
der Studierende stets zur Hand haben; ea ist unmöglich, alle Integral- 
formeln im Gedächtnis zu behalten. 

In manchen Fallen iat es angezeigt, die „logarithmische Differen- 
tiation" anzuwenden, d. h. von y erst zur Funktion log^ zu gehen, 
um diese alsdann zu differenzieren. Diese Methode wird man z. B. 
bei y = x' befolgen. Hier iat: 

nnä also tolgtr logj, _ X ■ logl, 

2^»-(l + log»r). 
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Fuudamentalintegrale . 



Auf diese Weise kann man z. B. auch für y = a'^ • 



dy _ 



ableiten. 



215. In den folgenden Beispielen sind die Variabelen statt mit 
X tmd y gelegentlich auch mit s, v, w, %■, ■ • ■ bezeichnet, während 
a, h, c, m, n, ■ ■ ■ Konstanten bezeichnen. Der Anfänger gewöhnt 
sich zu leicht daran, ausschliefelich die Bezeichnungen x und j/ für 
die Variabelen zu gebrauchen, und wolle demnach an Stelle von x 
auch einmal t oder & oder v ti'eten lassen und einen entsprechenden 
Ersatz für y ausführen. In der folgenden Tabelle mufs jede Integral- 
formel durch Ausrechnung der entsprechenden Differentialformel be- 
stätigt werden. 

Tabelle der Fundamcntalintegrale. 

-j- (o^) = Ha^~\ / x'^da: = ■— |--a;"' + ^: 

dx^ ■' ' J ™ + i ' 

-i— (sinma;! = mcosjwic: / v.a'&'mxdx = ---sinwsa:; 

-,— fcosma;") = — m sin mar, / 9va.mxAx = — nQ^mx-. 

-^^(tgagax) = -J-^, J ^-^^ = l tangaa^; 

-j- (cotang ax) '~T'~^ ' f mä^'~x '^ ~ ~ä ^^''^^^S "^^ i 

dx^ ' yi~x^' J Ya'-x' 

d , , ~, 1 f dx i , X 

j^ (arc taug x) - j-^^i , J ■^^_-% = -- aro taug ^ ; 

Viele Integrale, welche auf den ersten Blick eine abweichende 
Gestalt besitzen, oi-dnen sieh gleichwohl der Tabelle ein. So nimmt 
die erste Formel, falls der Exponent n bez. m eine gebrochene Zahl 
ist, eine Gestalt an, die der Anfänger nicht sogleich wiedererkennt, 
sofern man die Potenz mit gebrochenem Exponenten als Wurzel 
schreibt. Es ist z. B. 

—■ — nichts anderes als — x ^; 
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lategration durch Substitution. 



( Integral: 



r Ax _ 3 



kommt demnach einfacli auf das folgende hinaus i 
Ti 1 1 «-*+' 

„/ «=' ''"- .'=i+r 

216. In einigen der folgenden Integrale sind gewisse Substitu- 
tionen ueuer Variabeleii zur Ausfühjung der Integration vorznnehmen. 
Der Lernende darf sich nicM entmutigt fühlen, wenn er nicht immer 
gleich einsehen kann, wie man gerade auf die angewendete Substi- 
tution gekommen ist. Die Auffindung derselben ist yielfach das 
Ergebnis einer längeren Anstrengung von Mathematikern gewesen, die 
einer früheren Foi-schungsperiode angehören. In der That werden 
wir denn auch vielfach so vei-fahren, dafs wir direkt an die in jedem 
FaUe angegebene Äntwori anknüpfen und deren Richtigkeit riick- 
wärta durch Differentiation bestätigen. 

Gerade hier bei der Erlernung der Fertigkeit im Differenzieren 
und Integrieren ist der Studierende, welcher den Unterricht eines 
Lehrers geniefst, in einer weit gunstigeren Lage gegenüber demjen^en, 
welcher auf den Selbstunterricht an dei Hand eines Buches ange- 
wiesen ist. Andreiseits hat natuihch duch wieder der Autodidakt 
seine Vorteile- wis ej lernt, das lernt ei auch i^rundlith und vergiTst's 
nicht wiedei Wei durth ein Land zu Fafse geht, hat ^eme Vorteile 
gegenüber dem der e« im Eisenbahnwagen durchfahit Immerhin 
glaube ich im ganzen genommen, difs, wenn eiuei das Zweiradfahren 
lernen will, es bessei für ihn ist, wenn er einige Tage geiuhrt wird; 
wer das Diflerenzieren und Integiieien lernen will dem geht's in 
dieser Hinsicht ähnlich wie dem angehenden Kadlei 

Ubungsaufgabeii uud B<'iipiele 

1) ;/ - a;' log ^ ^^ = 1 + log 7 






2) y = ay~x, 

3) y = log (tang £} , "^- = ^^- ■ 

., 1 — taiiff X dy r ■ , \ 
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Ütiiingen im. Differeniie 



5) y = log (log a:), 

6) !C = e"' ■ sin ht, 



= >V + U^ ■ e"-' sin (ht + c), 



w le tam^ 



It W h ben hier im Ausdruck von -jr die- 



selb Ve e ufach n,^ vo genommen, wie in Art. 116. Der Leser wolle 
h e nnem daJ na h S ^7 ^{^ Operation 6, welche die Diffe- 
e t at on bedeutete Male auf sin bt angewandt, die Amplitude 
1 se Sm sfunkt on t t m It pliziert und dem Winkel eine Vor- 
e 1 vag von Eecl ten ve lo 1 1 Hier sehen wir, daXs, wenn wir n Male 
he Ope at on fl 1 f le F nkt on e'"sin6( ausüben, die Amplitude 

mit (a^ + h^} ^ multipliziei-t erseheint und eine Voroilung um den 
Winkel nc eintritt. Somit gelten die Fonneln: 

g = (ftä + fts) ^i sin (li + 2c), 

g = («a ^ fts-)! g«« gin (pi ^ s^'i^ 



')i' = 2"«'»-Bl/i+|. 


i, 1 

d* yi — *ä- 


8) s- log (.■ + «-), 




9) !/ - y^, 


t-^y''- 


10) y-a,x' + bx + e, 


Il - 2oi + S. 


11) V - 2P, 


S="^ 


12) p-c!.-'-"', 


2_^ 1,414 c:.- 


13) Je"d^-\f: 




")/»"-'•'"<"' --oii 


j,-0,4U 


15) /(»(» + M + ») I« - i 


a(^ + |öi^ + c^ + ,9. 


16) /yi" <te - /xä dl - ■• 


\i. 
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Übnngeii im Differenzieren und In-tegrieren. 



= ^i^^arc tang t^;!/ — )■ 

Man benutze bei diesem Beispiele das vorletzte untei' den neun 
Fundamentalintegralen des Art. 215. 

20) fya + v äv. Setzt man a + v = y, so ist dv = dy, und 
man findet: 

f]/a + v dy =fyi dy ^ ^i = ^ (« + v)t 

21) / -^- Man substituiere t + a=^y, dt = dy und ge- 

fiy-^r^ fvl^A-yl+.'-'y.^^^y 

J 2/"' J '/" 

=f{y^'"" - ^ay"^-" + ^a^y'--'"- — a^y-"')dy 

Hier hat raan dann endlich noch i + ß für y einzutragen. 

22) / - ^-!^ . Hier setzt man a-\-hx = y, sodafa hdx = dif 
J (o + Si)! 

Tvird. Das vorgelegte Integral nimmt auf diese Weise die Gestalt an: 

24) / j^- ■ Man setze a; — « = i/, dx ^ dy und hat: 
J ^^ä~J ''' - log !/ - l"g (»^ - »)■ 
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1 DifEereozieren und Integrieren. 



25) Da offenbar die Gtleieliimg gilt: 

so hat man; 

J p-?ä' "^ L t^'^S (^ " ") - log (^ + ")] = 2a ^°sl^l- 
In ähnliolier Weise ergielit sich: 

26) Läfst sich die ganze Fvmktion x^ + 2Äx + B in zwei reelle 
Faktoren ersten Grades zerlegen, so läfst sich 






du-ekt anf das eben zuletzt angegebene Integral zurückführen. 
Sind aber jene Linearfaktoren nicht reell, so achreibe man: 



f- ^- ^ f 



+ '2Ax -\- A' + B —"4= 



und substituiere y = x -{- Ä und a^ ^ B -— A^. Man gelangt auf 
diese Weise zu der Gleichung: 

/t- 1 -TT-," T ri= I s".' — i = arc tang (■■ ) ■ 
27) Ttaug Xdx /" "c^^"^' ■ 

Hier haben wir ein erstes Beispiel einer grofsen Klasse von Inte- 
gralen, bei denen der Zahler gleich dem Differentialquotienten des 
Nenners, multipliziert mit dx, ist. Setzen wir iu unserem Beispiele 
y = cos X, so wird dy — — sin x dx, sodafs das Integral übergeht in: 



- J -J^ = - log )/ = - log (cos X). 

■) für dl 
A: 

J /o 



28) Schreibt man f'{x) für den Differentialquotienten von fix), 
irden wir entspi-eehend: 

/(sc) "•* 

finden können. Wir substituieren f{x) = y und haben dy --= f"{a:)dx, 
sodafs das Integral die Gestalt gewinnt: 



n 



= log »/ = log f(x). 
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Übtmgen im Differenzieren und 



So oft also im ZäUer eiaes Integrals der mit dx multiplizierte 
Differentialquotient des Nenners stelitj gewinnen wir als Wert des 
Integrals den natürlichen Logarithmus des Nenners. 

30) f^^, - i f-^^, - ,', log (» + Ix'). 

31) Man reduziere das Integral: 

r (w + nai)A«^ 

J « + &a; + ca^' 

auf eine einfachere Gestalt. Wäre der Zähler gleich {\i -\-'2cx)Ax, 

so würde sieh das Integral der Regel der Nr. 28 direkt unterordnen. 

Nun kann man aber den Zähler in die folgende Gestalt setzen: 

sodafs wir nnser Integral so entwickeln können: 

n C 'i<i^--\-h , , ( »b\ f dx 



= a^c log ia + bx + cx^) + (m - ||) J „ ^ slV ^^ ' 

Dae hier noch übrig bleibende Integral ist bereits in Beispiel 26 

behandelt. 

= ä-Iog (a^ + x^) -i arc tang f— J - 

ims / sin X dx X I — b ain x dx 1 , r . -, \ 

33) j M^s^" - - d .. + !.....» - - s l»g (« + * »0. «.). 

34) / — i — -■ Man schreibe hier »/ = logx, dy = -dx; auf 
die Art ergiebt sieh: 

In Ausdrücken, welche x"' und (a + fta:)" enthalten, versuche man 
durch Ausführung einer der Substitutionen y^a-^-hx oder y= — |- fc 
die Integration zu ermöglichen. 
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Partielle Integration. 



35) So findet man: 

38) Die Gleiclnmg: 

dx__ ^ _l^ jB 2m — 1 r dx 

(a + bxT^' ~ 2'«« ■ '{a + hxT ' 2ma ' J {a + bxT 
stellt eine ßekUPSioiisformel für die Eei-eelinnng des links stehenden 
Integrals dar. 

Kommt "j/fl 4- &iE unter dem Integralzeichen Tor, so führt die 
Substitution y^ ^ a -\- hx zum Ziele. 
. 39) Auf diese Weise findet man; 

40) f^ yi +"log xdx = ^{}. + log xf. 
Man verwende hier die Substitution */ = I + log x. 
— — ~- = are tang {e^). 

Hier ist zn setzen y = C-'. 

31'?. Partielle Integration. Sind m und v Funktionen von x, 
so gilt bekanntlich (cf. Art. 196): 

d(uv) dv , du 

dx da: dx 

Multipliziert man rechts imd links mit dx und integriert, so folgt: 

UV = j u • dv -\- j V ■ du. 
Wir geben dieser Gleichung die G-estalt; 
(1) j H- dv^ UV — / V • au, 

können aber statt (1) auch ausführlicher schreiben: 

/it '^ dx = uv — f v-j^ dx. 
da: J dx 
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Vermittelst dieser Formel können wir das Integi-al J u- dv um- 
setzen in Jv ■ du. 

42) Man bestimme nach dieser Regel jx" log x dx. Zu diesem 

Zwecke setze man u^=losx und ^-^af, sodafs v — — r,- wird. Die 
s> da; ' 11-1-1 

Gleichung (1) liefert für das vorgelegte Integral: 

f+-', log » -fS-l ""^ - .f+'l ('°S ^ - „ i .) ■ 

43) Jx ■ e'"^ä,x. 

Hier wähle mau u = x, -^ = e"-', sodafs v= c"^' wird, Glei- 

' dx ' (( 

chung (1) ergiebt uns; 
jxe"'''äx^ xe"^ — -\e"^dx^ -xif-'^— ^6"-'° = e^^ia^— 1 - 

44) y'e«''" sin fta; Ax. 

Man brauche als Abkürzung für dieses integral die Bezeichnung Ä. 
Man schreibe alsdann m = sin bx, v = - -e'^" und findet aus (1): 

A^- — e"* sin hx / e"* cos hx dx =~ - e"''^ sin hx ~ B. 

Das hier abgekürzt durch B bezeichnete Integi'al 
/ e""^ cos fex (7fl: 
wird in analoger Weise umgewandelt. Wir setzen nämlich u = cos bx, 
V = ^e"* lind haben alsdann: 

B = ef"' GOB'bx+ 1 e"^ sia bx dx ^ - - e"* cos bx -{- ' A. 

Tragen wir diesen Ausdrack von If in die obige Gleichung ein, so 
folgt: 

ji = _ («j! sin hx ~ -{- -- e"^ cos hx -{- A\. 

Hieraue berechnet sich A in folgender Gestalt: 

^""{a^iahx — h cos hx) 



-/ 



f^" sin hx dx - 



In entsprechender Weise findet man: 

B = fe-- m% ftx Hx = f!>^^±^& -' "-) 
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m. 218] Rekuraionaformel zur Integration von ^''e"". 325 

218. In vielen Fällea liefert uns die Methode der partiellen 
Integration Reknrsions forme! n , mit deren Hilfe wir ein vorgelegtes 
Integral Schritt für Schritt reduzieren können, um sehliefslieh auf 
ein schon bekanntes Integral zurüekzukoramen. 

Kine Rekursionsformel dieser Art ist z. B.: 

/ s^'e"^ dx = -a^e"^ — ■ - 1 a?'~^e'"^da:. 

Haben wir somit a^e'^'^dx zu integrieren, so kommen wir ver- 
möge dieser Formel auf das Integral von x^ e"" dx zurück, durch eine 
no<ämalige Anwendung eben dieser Formel auf das Integral von 
x^e'^'dx u. s. w., und wir gelangen sehliefslieh zum Integral von 

welches bekannt ist. 

Auf diese Weise ergiebt sich z. B. 

j x^e'dx^ x^e — ^fx^e'dx 

= X* e' — 3 (a;^ e" — 2 / xe' dx) 

= x^e' — ^x^e'+ e(xe'—J'^dx) 

= (x^ — Sx^ -\- 6x — 6) e'. 

Vepniiselite Übungsaufgaben. 



4ö) y = a siu- hx, 


^ ^a})am2lx. 


46) y = ö sin (ax"), 


g-S»Oit"-<cos(<«:"). 


41) s - (o + 6af)-, 


^-|- -»»iC -'».(« + Ja?')" 


48) ,j~(a + bxyf, 


^'^ = ."((, + ».+ *«). 


49) »-<.-, 


£-»-log». 


50) y = ''loga', 


dx xlaga 


61)._^J, 


dv a 
dt ^ t^ ' 


52) V - YF-l', 


dv i 
dt i//,s t' 
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TermiBohte Übuugsaufgabeu 



63) » 
54) 1 
56) » 
56) s 
6')! 

68) . 

69) s 
60); 

61) i 

62) a 

63)! 

64) i 
65). 

66) j 

67) i 



(1 - •■)* 

yä + yv 
K i-j,' 



= log sin X, 

. log yiF^i?, 

, -1 fl — cos i 



= arc seo i , 

- sin log t), 

. 1 —]]°- 

- log cotang V, 
. .■(!-(■), 

" (1 + •>"' 



Ist X = lang * + See i>, so gilt ^^^^ = 



(1 - .■)* 

2/iy«^i()^+yt)' 



<i» (1 - 5)yi - 

dy 2^ 



dy 


1 




dt 


sm t 




dy 


1 




dv 


1 + v'- 




dv 


t 




dt ~ 


yr-, 


;' 


dx 


1 




dt 


tye- 


- 1 


dy 
dv 


ioos 


log«/. 


dv 


— 2 




dp 


i+r' 




dy 


1—2« 


— ;«= 


dx 


(1 + 


«■)' 


dp 

di~ 


2 

~S1 


ft' 


d.i 
dt ~ 


e'(l- 


S(>-, 


dp 


«•"- 


■ 




(1 + 1,) 




dx 


4 






(.' + . 


-,y 


dp 


«'(l- 


9)-l 


de 


«'- 


- 1)' 



rfS-" (1 — aitt*)- 



y Google 



73) Ist !, _ e- cos x, so gilt g + 4,-0. 

74) Ist !/ _ -^ , »0 gilt % - „ "i -„ . 

75) / a:"'"^ (a + öa;")' dx. 

J. Ist — gleich einer positiven ganzen Zalil li, ao entwickele 
\ (a-\- hsfy nacli dem binomisclien Lehrsätze, mtdtipliziere die 
meinen Glieder mit x'^~'-dx und integriere gliedweise, 
n. Geht q nicht in p anf, so benutze man die Substitution 
a + ix'" = yi. 

in. Führt diesö Substitution nicht zum Ziele, so mag man es 
mit ax~" + ö = 2/s yersuchen. 

76) y«^ (a + a:)^ äx. Hier setze mau et + y; = y^ und hat 

(?a! = 2i/ f?)/ und ar = j/^ — a, 
sodafs man gewinnt: 

Letzteres Integral ist leicht zu berechnen. 

77J / T" ^"^ substitaiere: 

a:~^+l=y^, "a = x^j ~ 2x~''c!x = '2ydy. 
Das vorgelegte Integral liefert dann: 

f'dy=^p=-yi+}.. 

78) / _— . . Wir setzen ffl^x~^+ 1 = i^ und finden: 

_ 1 fdl _ _1 ^ ^_ _ 

79) Ist X = Asinnt + B Qosnt, so zeige man die flelation: 



80) Ist tt^xt/, so beweise man die Richtigkeit der Gleichung: 






yGoosle 



81) Ist u eine Fimlition der beiden unabliäiigigen Yariabelen 
iE, y (cf. Art. 83), so zeige mau die Gültigkeit der Regel: 

f>i!dx ~ dxcy 
bei folgenden Funktionen: 

M = are tang — ■, m = sin {ax^ + öy"), m = sin {3?y), 

w = a; sin y + «/ sin a:, m = hx^ log ß^, m = log taug — , 

82) i/ = e"^ sin"' 6a:, --^ ^ ef"" sin"'"^ hx{a sin 69; + m& cos hx). 

83) a^^e-^'eoB^i, "^""^ = («^ + ?>^)ä>'" cos (ö(— m*), wobei 
tang ^ = gilt. 

84) ^ = ar* log x, 1 ^ = — e — ■ 

85) ?/ = log sin X, -r\- = —^^^ ' 

86) Die Funktion der beiden unabhängigen Variabelen x, y: 

V = Ä^x'^y'''- + A^x^'y"' + A^x"'y''' -\- ■ ■ • , 

in welcher (X^4-&i = '^ + ^2 = «3 + 6» '=■■* = *' ist, wird als eine 
homogene Funktion n'" Dimension von x und y bezeichnet. Man 
zeige die Gültigkeit der Formel: 

dv , dv 

Auch für die folgenden Funktionen: 

V = —^ und V = Vx^ + ifl , 

welche gleichfalls homogen und zwar Ton den Dimensionen 1 bez. ^ 
sind, bestätige man diese Regel. 

87) Setzt man allgemein: 

« = /■(«/-!- <^x) + -fXy — «a:), 
wo f und F willkürliche Funktionen sind, so gilt für die pai-tiellen 
Differentialijuotienten von m: 
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in, 218] Beispiele linearer Differentialgleichungen. 



88) Für die Funktion ii=(x^ + y^ + 0^ ^ zeige man 'das Be- 
stehen der GrleicliTiiig: 

ft + S + P^ = 0- 
3«ä dy^ ös' 

89) Man zeige, dafs die Punktion Is ^ ae'"' sm j3t uiner Diffe- 
rentialgleichijng von der Gestalt: 

£ + 2/^11+»'»-» 

genügt, und bestimme hierbei f und n^ in a und ß oder aneh um- 
c und ff in /■ und n^. 

90) Man stelle die Bedingung für c auf, welche ansdrüctt, dafs 
y =- e"^' die Differentialgleichung; 

befriedigt. Als nuraerisehes Beispiel benutze man: 
^ _ 2^-'' — ^-^ + 2^'-'' = 



und bestimme die Lösungen ij derselben. Mau findet als allgemeine 
Lösung: 

y = ae'+ he-" + ce^^ + rf, 

wo a, h, c, d willkürliehe Konstanten sind. 

319. Wir wollen uns nun mit der Integration einer beliebigen 
gebrochenen rationalen Funktion: 

beschäftigen, wobei m und n ganze positive Zahlen sind. 

Ist m gröfser oder gleich w, so dividiere man mit dem Nenner in 
den Zähler; man gewinnt dabei einen Quotienten und einen Rest, Der 
Quotient, welcher die Gestalt einer ganzen Funktion von x hat, läfst 
sieh unmittelbar integrieren; der Rest hat wieder die Gestalt (1), 
wobei aber jetzt m <^n zutrifft. 

Es ist nun immer möglich, den Nenner im Ausdruck (1) 'in 
seine Linearfakfcoren zu zerlegen und daraufhin den Quotienten (1) 
in Partialbrüehe zu spalten. Dabei entspricht einem einzelnen nur 
einmal auftretenden Faktor (a: — c) des Nenners ein Partialbruch —^ — 
Dem Produkte zweier konjugiert iniaguiärer Faktoren {x^ -{- ax -y ß) 
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Allgemeines über Partdalliruclizerlegung. 



gehört ein Partialbmch der Gfestalt — ;- j. ä ^^- Kommt aber eiii 

Faktor (je — a) meirfach, sagen wir l Male vor, so haben wir ent- 
sprechend die Partialbrüche: 



ix — a)' {x — df-^ ^-« 




Handelt es sieb also z. B. um einen Bruch '-^ , 
sich in die Faktoren x— a, x — ß, x^-\-ax-{-l), (x — c 
80 gilt für die Partialb ruehzerlegung der-Ansatz: 


dessen Nenner 


;)' spalten lüTst, 


(2) Fix) X - . +x-ß i ^^ + a^ + ö + (^ _ ,y + 





Zxir Bestimmung der Konstanten A, S, C, D, . . . multipliziere 
man die Q-leichung (2) rechts tmd links mit F(x), wobei sich rechter 
Hand in jedem Uliede der Nenner, der ja als Faktor in F(x) ent- 
halten ist, fortheben Mfst. Das weitere Verfahren kann man dann 
auf verschiedene Weisen regeln und die Untersuchung durch ge- 
schickte Kunstgriife stark kürzen. 

Man beachte z. B., dafs die eben durch Multiplikation der Re- 
lation (2) mit F^x) hergestellte Gleichung in x identisch besteht, d. h. 
für jeden Wert von x gültig ist. Dabei zeigt sieh, dafs, wenn man 
X = u oder x = ß setzt, sehr einfache Hegeln zur Bestimmung von 
A und B gewonnen werden können. Etwas umständKcher ist es, (' 
und D vermöge derjenigen Werte x zu bestimmen, für welche 
x" -\- ax + h = gilt. Endlich würden wir die Bestimmung von 
Ej G-, ... auf dem entsprechenden Wege erst unter Zuhilfenahme eines 
Differentiationsprozesses erreichen können. 

Wir führen diese in ihrer Allgemeinheit doch etwas schwer ver- 
standliehe Erörterung hier nicht weiter aus; im Einzelfalle wird der 
Leser die Partialbruchzerlegungen ohne besondere Mühe erledigen 
können. Ist letzteres aber erreicht, so macht es keinerlei Mühe mehr, 
unsere Funktion in der neuen Gfesfcalt gliedweise zu integrieren. 



Hier wird in x identisch bestehen: 

x' ^ A{x' + 1) + B(x - 1) {x^ + 1) -I- {fix + D)(x- ly. 

Setzt man jetzt ai^ -|- 1 = 0, so folgt ohne Schwierigkeit C = — |-, 
Z>=0. Sehreibt man a; =- 1, so folgt A.--=-^. Um I! zu finden. 
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setze man, x --^ ein und erhUU J?= J. -= j. Wir haben daraufhin 
den Ausdruck: 

zu integrieren und erhalten als Antwort: 

- ¥ jT=i + ii»g (»= - 1) - il»g ('=" + !)■ 

Enthält die Nennerfnuktion F(x) zwei konjugiert imaginäre Linear- 
faktoren je r-fach, so werden wir, weim das Produkt dieser Linear- 
faktoren x^ + Dcx -\- ß ist, entsprechend r Partialbrüche ansetzen: 

«fl^ + ß 

Es ist nicht schwer zu sehen, dafs die Konstanten C^, T\, C^, . . . 
Herbei eindeutig bestimmt sind. Übrigens hat man in praxi selten 
mit 80 komplizierten Fällen zu thun. 
92) Man integriere: 

x^ + x-1 _ x'-^x- l 

Wir haben hier die Partialbruchzerlegung anzusetzen: 
M _N__ , _P 
x +^ -|-3 "*■ a: — a' 
sodafs die identische Gleichung besteht: 

a;^ + ^ _ 1 = M{x + 3)(^ - 2) + N'x{x - 2) + Fx{x + 3). 
Da dieselbe für alle Werte von x gültig ist, so darf man auch a: — 
setzen und aus der entspringenden Gleichung den Wert M bestimmen. 
Entsprechend ergiebt sich für x ^ — 3 der Wei-t N und für x = 2 
der Wert F. Auf diese Weise finden wh- als Partialbruchzerlegung 
der gegebenen Funktion: 

die Integration fuhrt auf: 

ilog a; + ilog (a^ + 3) + ilog (x - 2). 

'bx-\ 






■,' — sx + v 
+ 16 - ^4-1 + J ",)<*'» 
~5|l' + 15ir-61og(a]-l) + 411og(i-2). 
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Integrale rationaler Funktionen. 



95} / --i)-_, -*a_if rv = i iTC taug x-'r^ log (1 + a;^ — -|- log (1 + x)- 
„„, 9a;' + 9a! — 128 A . B, . B,^ 

yt-J ^rzrr^r-.^ 3V+ 9 - 7+-1 + (^- 3)^ + ^r^ä ■ 

Hierbei böstimmen sieb die Partialzahler zu: 

sodafs flas Integral der yorgelegten Funktion das folgende ist: 
- 8 log (x+l) + ^-3 + n log {X - 3). 
"') fü-^-t - ^ log (« + 3) + i log {x~l). 

^'') / i'+t--" £ - - -» '°g "^ + f '°g (»"!)- i'°g (» + ^)- 
1»») /y^lfcu-f ™'"g;s + Tl"gS^:' 

^"i> /(f+HVx-)- - 1 >°s Mir- + * "° '"B *■ 

1»2) fw^- , - ! '»g (»^ + 3) + i l»g (<» - !)■ 

'"ä) / »■/.l'+ i - y - 6x + 32 log (^ + 4) - 4 log (i + 2). 

10*) J\.-l^:^ - I log (^ - 2) + i log Cl + 1). 

'"äi) / (:.-^(^'^ % - f i»g (== " 3) + { i»g (^ + n 

1»«) ji=+e. + 8 = il»g^Tl■ 
lAos /"die 2 ,3^ + 1 
108) / ---^ , — 5 = ^ arc lang — i- ■ 
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Ma^xima und Minima. 






+ 4^ + 6 



- I *"» X + 4 

= arc tang (x + 2). 



"1) /.- 

11^) f r-YxJT^r^ = ai'c tang {2x - 1). 

220. Maxima und Hinima. Um die gröfaten und kleinsten Werte 
einer Funktion fix) zu untersuchen, zeielmen wir uns zur näheren 
Veranschaulicliuiig der Überlegung die Kurve y=^f(x), sowie aucli 
die Kurve der zugehörigen Funktion -^ =/"(.«). Es gelten alsdann 
folgende Regeln: Wird y, d. h. die uraprüi^liche Funktion, zu einem 
Maximum, so ist in der Regel , = und y-^ ist tiegatw\ bei einem 
Minimum von y ist aber für gewöhnlich j = wnd -3-={ positiv. Kann 
man bei einer praktischen Aufgabe nicht direkt die Maxima und Minima 
bestimmen, so wird man hiemach — bez. die zu dieser Funktion 
gehörende Kurve untersuchen. 

Wenn wir sagen, die Funktion y werde für einen gewissen Wert 
von X zu einem Maximum, so meinen wir, dafs die unmiUdhar vor- 
aufgehenden und folgenden Funktionswerfce kleiner seien. Es konneu 
aber für entfernte Werte x noch weit grÖfsere Funktionswerte y ein- 
treten. Bei dieser Auffassui^ kann eine Funktion sehr viele Maxima 
und Miuima haben; die zugehörige Kurve verläuft dann wellenförmig. 
Ist -J-- an einer bestimmten Stelle gleich und gÜt daselbst auch 
j-i ^ 0, so kann es vorkommen, dafs weder eia Maximum noch ein 
Minimum vorliegt, die Funktion y hört dann für- einen Äugenblick auf 
zu wachsen, um jedoch hernach weiter zu wachsen, wie dies z, B, 
bei der in Fig. 6 S. 23 gezeichneten Kurve an der Stelle M zutrifft. 

1. Man bestimme die Masima und Minima der Punktion - ^ ■ 
Dieselben finden bei x = 1 und — 1 statt und haben die Beträge 

2. Welches ist der sn-ofste Wert der Funktion ,- , , , ,i. , ^? 

ö (a^ -I- X) (&' -I- x) 

Äntwoii: — ,—,.~- 
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3. Man zeige, dafs a sec 9-\-b cosec & zu einem Minimiim wird, 
falls tang ö' = 1/ - ist. 

4. i'ür welclien Wert von x wird --^■-^- zu einem Maximum? 

1/4 + 5k^ 
Antwort: Für iE = y- 

5. Wann wird x''^(a — x)" maximal oder minimal? 

Antwort: Für a; = — ^- findet ein Maximum statt. 
0. Der Winkel y eines Dreiecks sei gegeben. Man zeige, dafs 
sin^ a + sin^ ß ein Maximnm und cos^ a + eos^ ß ein Minimum wird, 
faUs « = (3 zutrifft. 

7. y = fl sin x ~{-b cos x. Welches sind die gröfsten mid kleinsten 
Werte von y? 

Antwoi-t: Der gröfste Wert ist Ya^ -j- h^ und der kleinste 

-Yä^ + lK 

8. Man bestimme den kleinsten Wert YOn a tang & + b eotang^. 

Antwort: 2yäb. 

9. Man bestimme die Maxima und Minima der Funktion 

^' + 2^ + n 

x^ + ix -{- 10 
Antwort: Das Maximum ist 2, das Minimum ^■ 
Der Leser wolle sich die zur letzteren Funktion gehörende Kurve 
im Quadratnetz zeichnen. 

10. Man bestimme die Maxima und Minima von 

a-^ + x — l 
Antwort: Bei x = findet ein Maximum, bei x = 2 ein Mini- 
mum statt. 

11. Man bestimme die Werte von x, für welche die Funktion 

« = -— T^~ zu einem Maximum oder Minimum wird. 

^ a: — 10 

Antwort: x = i liefert ein Maximum, a; = 16 eia Minimum. 

12. Für welchen Wert c wird die Glröfse ü = — logc zu einem 
Maxiraum? 

Antwort: Für c = e = 2,71828 ■ ■ ■ . 



13. Ist p = ^--^'^J).l^+-'^\ 80 liefert t = Vab ein Minimum 
von p. 
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Anwendungen der Maxima und Minima. 



14. Die Grörse x = ^— — -^ wird für % = --- zu einem Maximum. 

15. Füf welchen Wert von e wird « zu einem Minimum, falls 

2 

^-1 + c^^ 
gilt? 

Antwort : Für c=\- 

16. Bei welchem x wird 4»;' — 15a;^ + 123; -— 1 am gröfsten 
oder am kleinsten? 

Antwort: a; = j liefert ein Maximum, a: = 2 ein Minimum. 

17. tang'" 3! ■ tang" (ö — x) wird zu einem Maximum, falle 



gilt. 



tang(« — 2a:) = --^r 



18. s = jj;a wird für f = 3 maximal, für ( = — 3 minimal, 

19. Von einem Dreieck ist ein Winkel und der Inhalt gegeben. 
Welche Gestalt mufs das Dreieck haben, wenn die dem gegebenen 
Winkel gegenüberliegende Seite möglichst klein werden soll? 

20. Die Charakteristik einer Seriendynamo lautet: 

Darin ist der Wert a proportional mit der Winkelgeschwindigkeit 
des Ankere, und aufserdem sind a und s bedingt durch die Gröfae 
des EisengesteUes, die Anzahl der Windungen und andere Konstruk- 
tiousdaten der Maschine; M bedeutet die elektromotorische Kraft des 
Ankers in Volt, ist die Stromstärke in Ampere. 

Ist nun r der innere Widerstand der Maschine in Ohm und iE 
der jeweilige äufsere Widerstand, so hat der -Strom die Gröfse: 

(2) " = ^' 

und die von der Maschine abgegebene Leistimg ist: 

(S) F=(T-E. 

Bei welchem Werte Ton li wird nun P ein Maximum? 
Die Kombination von (2) und (1) ergiebt: 

aC 1 _ /i 

l + sC r+R ^' 
also: 
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Anwendungen der Maiima und Minima. 



Setzen wir mm -.-^ = 0, so erhaltön wir: 

{;^-i)' + 2«(,;j^-i)(-(,fi,y.)-»- 

Wir lassen die Möslichkeit: , „ — 1 =^ unbeachtet, weil 
r -\- M 

sie C=0 ergeben würde, und behalten also nui- noch den Fall 

übrig, dals: 

.- r . - 1 = .; 







ist; daraus können wir li finden, wenn r und « gegeben sind. Man 
setze z. B. a = 1,2, s -= 0,03, r = 0,0ö und veranBchauliche die 
zwischen R und P gefundene Beziehung durch eine Kurve. 

21. Ein Bote befinde sich auf einer Insel gegenüber einer gerad- 
linigen Küste, in 6 km Entfernung vom nächsten Punkte des Fest- 
^ landes. Er hat eine Besorgung aus- 

zurichten nach einem am Ufer, und 
zwar 15 km vom nächsten Punkte des 
Ufers, gelegenen Orte. Längs des Ufers 
läuft ein Fufspfad. Beim Rudern legt 
der Bote 4 km, beim Wandern Q km 
—iß pro Stunde zurück. Es ist die Frage, 
an welcher Stelle er landen mufs, um 
in kürzester Zeit an seinen Bestim- 
mungsort zu kommen. Natürlich wird angenommen, dafs er überall 
gleich gut landen kann. 

Figur 100 erläutert diese Verhältnisse; hier ist AC=6, ()ß=15. 
Wir nehmen an, dals der Bote bei D lande, und setzen CD = x. 
Dann ist AB = ^36 + x^ und BB =lb~x. 
Die nötige Zeit ist dann insgesamt gleich: 
1/36+5^ 15--^ 

Stunden. Dieselbe wird am kleinsten, falls \ x (36 -\-x^^) ' = -g- au- 
trifi't. Die letzte Gleichung liefert aber 

f^ x^ — 36 + 3^ oder x = ö,?)! km. 
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22.*) Für das Produkt aus der Kerzenstärte c einer bestimmten 
Glühlampenart und ihrer durchschnittlichen Lebensdauer l in Stunden 
ergab sich durch experimentelle Unter auchungen die folgende Be- 
ziehung: 

darin bedeutet v die Betriebsspannung der Lampe in Volt. Filr den 
Watt verbrauch w pro Kerze wurde gefunden: 

Der Preis einer Lampe sei 0,50 Mark und die Lampen mögen 
560 Stunden im Jahre brennen. Wenn nun eine elektrische Pferde- 
stärke (oder 736 Watt) für diese 560 Stunden im Jahre 250 Mark 
kostet, so soU derjenige Wert für v gefunden werden, welcher für 
diesen Fall am günstigsten ist. Die gesamten Kosten für Lampen 
und Arbeitsleistung sollen also ein Minimum werden. 

, Lampen werden im Jahre verbraucht, von denen jede 0,5 Mark 
kostet. Die Kosten für Lampeneraatz betragen also — j- Mark pro Jahr 
für c Kerzen, oder -f- Mark pro Jahr und Kerze. Nun ist eine Mark 
pro Jahr gleichwertig mit ^zr. Watt, sodafs die Kosten für Glüh- 



Diesen Betrag müssen wir zu w addieren, um die gesamten Betriebs- 
unkosten in Watt zu erhalten. 

Wir setzen le und w als Funktionen von v ein und müssen also 
untersuchen, bei welchem Werte von v der Ausdruck: 

-2i-?° ■ 10-'""+»'"™'-" + 3,7 + lO-*"-«.«"". 
ein Minimum wird. 

Antwort: Bei v = 111 Volt. 

321. Manchmal nimmt eine vorgelegte Funktion für einen spe- 
ziellen Wert von x eine nnbestininite Gestalt an. 

)D Bpl Ih Udig akdmlmWtb 

t t ist gl hw M hl ht w 1 ht trukt t B 

irUh Ikt 1 Algwid trlhtm kmm lfm 

d Sp I d m f 1 1 1 kt f tl t d h 1 "N 1 gn d 
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So fanden wir, um ein Beispiel auszufüliren, in Art. 43 als 
Inhalt der durch die Ktirve y = mx'", durch die a^-Äxe und durch 
die 7M X ^ a und x = h gehörenden Ordinaten eingegrenzten Fläche: 



/" 



Nimmt man hier n=l, so stellt eich die rechte Seite der letzten 
Gleichung in der Form :j r (1 — 1) oder -^ dar. Das ist aber offen- 
bar eine zunächst ganz unbestimmte Grestalt. 

Ist nun allgemein- -^^ für x = a, wo /'(«) = und F(.a) = 
zugleich zutrifft, zu berechnen, so gehen wir folgendermafsen Tor. 
Wir greifen zunächst einen Wert von x dicht bei a auf, indem wir 
setzen a; = a + ^x, um sodann den Grenzwert unseres Quotienten 

i^Ar für rmendlich abnehmendes z/iC zu bestimmen. Nun gilt aber*) 
für sehr kleines ^x näherungsweisc : 

f{x+^x) = 

F{x + Jx)^F{x)+^-^^^x, 

und zwar um so genauer, je kleiner zlx ist. Setzt man hier 3; = « 
ein, so werden die ersten Glieder rechter Hand gleich Null, und man 
bekommt, je kleiner ^x ist, um so genauer: 

(äf{x)\ 

\ äx } 

WO rechts nach Berechnung der Differentialquotienten x =^ ß zu setzen 
ist. Hieraus entspringt zur Berechnung des wahren Wertes unserer 
Funktion -^^-^ - bei a; = a folgende Regel- Man differenziere Zähler 
und Nenner einzeln und setze in den Quotienten dei Diffeiential- 
quotienten x = a ein; der entstehende Wert ist dei ge«ufhte Funktions- 
wei-t an der kritischen Stelle x = a. Gelingt man abei im letzteren 
Falle wieder zu einem Ausdrucke ^, sc ist die gleiche Regel noch- 
mals anzuwenden. 



I Man vergl. die Gleichung (1) am Ende des Art. 21 S. 33. 



y Google 



Beispiele. 1. Mau bereclme den Wert von ------- für a; = 1. 

Setzt man zunächst x =^ 1 ein, so kleidet aicl. die Funktion in der 
Tliat in die Öeetalt ^. Das vorgeschriebene Verfahren föhrt nach 

Ausübung der Differentdationen auf — ■ Setzt man aber hier x — l 

ein, so folgt 1 als der gesuchte wahre Wert. 

2. Man bestimme ;— ö jrr — ^i^-— ö für x = c. 

bx^ — '2bcx-[- öc' 

Die Einsetzung von c liefert ^. Der Differentiationspro zefa er- 
sieht -TT — --„j,-, und auch dieser Quotient nimmt für x == c die 
Gestalt ^ an. Die erneute Anwendung der Vorschrift aber führt auf 
den wahren Wert ■ Dieses Ergebnis wird der Leser leicht durch 



direkte Betrachtung der vorgelegten Funktion 1 

3. Man berechne ^ — für x =- 1. Antwort; 

4. Man bestimme - für x^O. Antwort: logl, j- 

5. Man führe jetzt das oben zuerst erwähnte Beispiel durch. 
Es handelte sich um den Flächemnhalt : 

•^-i-.C'""-»'^")- 

Unter der Annahme konstanter Werte m, a, b ist der Wert von J 
für w = I zu bestimmen. Wir schreiben 



lind diftereii zieren Zähler und Nenner einzeln in Beeug auf n. Da: 

ist, so werden wir geführt auf: 

m ''^~"l"g'' — "''"" log " . 

Setzen wir aber hier n — 1 ein, so folgt : 

m (log b — log a) = m log (— ] - 

Zu der gleichen Antwort werden wir geführt, wenn wir unser 
Integral JX~^ dx nicht im Anscblufs an: 
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Einfflhrnng der Polarkoordinaten. 



bereclineii , sondern uns direkt des Ftindamentitlintcgrals : 



ß 



222. Polarkoordinaten. Statt die Lage eines Funlites I' durch 

sein« recbtiriiililigen Koordinaten x, y anzugeben (cf. Figur 101), 

kann man denselben aucb durcb seinen Abstand OP von (den 

wir durch r bezeichnen und Badius- 

Jp- Vektor nennen ■woUenJ und den Winkel 

^<J -^POQ, der •9- heifse, festlegen Man 

y^^^\ nennt r und # die Tulm} oorüinaten des 

y^^,,^ I I Punktes P; zu den rechtwinkhgen Koordi- 

/:i-^ '^ naten x, y stehen sie in der Beziehui^, 

/,j=*^^^^ ! ^^^'^ "^'^ Abscisse x gleich r cos -fr, die 

^ Ordinate y gleich rsin^: 

*'"*■ ■^*"" X =-T cos -&, y = r sin %• 

ist. Die Gleichungen mancher Kurven, z. B. der Spiralen, werden in 
Polarkoordinaten einfacher als in rechtwinkligen Koordinaten. 

Auf einer Torgelegten Kurve (cf. Fig. 101) mögen nun zwei ein- 
ander unendlich nahe gelegene Punkte durch P und P' bezeichnet 
sein; die Koordinaten von P sollen r, S- heifsen, diejenigen von P' 
entsprechend r-\-dr, %■ -\- d&. In der Figur würde alsdann FSP' 
ein unendlich kleines rechtwiukligea Dreieck v er sinnlichen, in welchem 
P8=^rä& und SP' = dr sein wird. Man findet weiter PP' oder 



ds = yr^{d&y + (dry, und also: 

d& V ^ \d») ■ 

Der unendlich schmale Fläch enatreifen POP' ist gleich jT^d^d; 
und die Flache, welche von den zu 9'^ und &2 gehörenden Radien- 
vektoren und dem zwischenliegenden Kurvenstüeke eingegrenzt ist, 

wird sich demzufolge in der Gestalt jjr^dd' darstellen. Wissen 

wir, in welcher Weise längs unserer KuiTe r von & abhängt, so 
können wir durch Ausführung des eben angegebenen Integi-als die 
Bestimmung des Flächeninhaltes erledigen. 
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III. 232] IiogarithmiacJie Spirale. 



Der Winkel fp zwisclien der Kurventangente im Punkte P und 
dem Radiusvektor r wird offenbar die Gleiehung tang ifi = FS : P'S 
befriedigen; man hat also die Gleichung: 

tang y = ■/- ^^, ■ 

Die hier mitgeteilte Methode der Kurvenbehandhmg ist nament- 
lich für die Studierenden der Astronomie von Interesse. 

Die Gleichung r = a''^ stellt eine logarithmisclie Spirale dar. 
Hier gelten die Gleichungen: 



= Zifl'''^loga, 



■ d& 



sodaTs tang ip und damit q/ selbst konstant ist. Die Kurve bildet 
demnach gegen den Radiusvektor allenthalben denselben Winkel und 
kann in diesem Sinne als gleichwinläige Spirale bezeichnet werden. 

Setzt man x ~ r eos %■, so ist x die Projektion des Radius vector 
auf die Polarase, und mMi hat a^^a^^cosS-. Stellt man sich nun vor, 
dafs der Kadiusvektor mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit 
— q, beginnend zur Zeit i •= mit & — 0, sich drehe, so wird allge- 
mein & — ~ qt und: 

X — a~''^^ cos qt. 

Wie wir demnach eine einfache harmonisehe Bewegung durch 
Projektion einer gleichförmigen Bewegung in der Kreisperipherie auf 
einen Durchmesser herstellen, so gewinnen wir hier die gedämpfte 
einfache liarmoiiisclie Bewegung dadurch, dafs wir eine in der loga- 
rithmischen Spirale mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit er- 
folgende Bewegung auf die Polaraze projizieren. Man vergleiche 
I die Note zu Art 112. 



Übungsaufgaben, 

1. Man führe die Pläclienbestimmung bei der Kurve 

)■ = a (1 + eos &) 

durch. Maa zeichne sich die Kurve und beachte, dals die Gesamt- 
fläche gegeben ist durch: 

1 f r^d» = f jirt^ 

2. Man bestimme die Mäche der Kurve r = a {eos 2 & -f sin 29-). 
Antwort: jia^. 
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Asymptoten und singulare Punkte ebener Kurven. 



3. Mau löse die Flä«henbestimmung im Falle der Conchoide (cf. 
Art. 223) för zwei beliebige Radienyektoren. Antwort; 

fc^(tang ö'g — tang S-j) -(- 2ai log taug (■ — ^ i ^a) ' tang (-- — 1 *i) ■ 

333. Erklärungen und "Übungsaufgaben. 

Asymptoten. Läuft eine Kurve in der Art ins Unendliche, dafe 
sie sich Hierbei einer bestimmten Geraden immer mehr und mebr an- 
nähert, ohne sie jedoch in endlicher Entfernung vollständig zu er- 
reichen, so bezeichnet man diese Uerade als eine Asymptote der 
Kurve. Betrachten wir z. B. die durch y = — Yx^ — a- dargestellte 
Hyperbel! Läfst man x gröl'ser und gröfser werden, so wird — der 
Null näher und näher kommen, aodafs die Gleichung der Hyperbel 
immer weniger von -— = — verschieden ist. Durch y = — x wird so- 
mit eine Asymptote der Hyperbel dargestellt. 

Nähert sich ein Kurvenzweig einer Asymptote, so wird, wenn 
wir auf diesem Zweige weiter und weiter hinaus wandern, y einer 
bestimmten Grenze sich annähern. Dasselbe wird gelten von dem 
Abschnitt a: — y -r- , den die Kurventangente auf der a;-Axe, vom 
Nullpunkt gerechnet, abschneidet, sowie auch vom Abschnitt y — x- ' 
auf der Ordinatenaxe. 

Wendepuukt. Als Wendepunkt oder Inüexionspunkt bezeichnet 
man eine solche Stelle einer- ebenen Kurve, an welcher ^-^ einen 
Zeichenwechsel erfähi't. Die Kurventangente im Wendepunkte heifet 
Wendetangente oder Inflexionstangente. 

Osknlationspimkt ist eine solche Stelle einer ebeueu Kurve, an 
der die Tangente vier unendlich nahe gelegene Punkte mit der Kurve 
gemein hat. 

Selbstberiilirungspuilkt ist ein solcher Punkt einer ebenen Kurve, 
durch den die Kurve zweimal mit der gleichen Tangentenrichtung 
hindurchläuft. 

Isolierter Punkt wird ein Punkt genannt, dessen Koordinaten 
die Kurvengleichung befriedigen, ohne dafs in seiner Umgebung weitere 
Kurvenpunkte vorkommen. 

Endpunkt heifst ein Punkt, in dem ein einzelner Zweig der Kurve 
aufhört. Ein Beispiel liefert die zu ^ = x log x gehörende Kurve, 
welche im Nullpunkt einen Endpunkt hat. 
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Die läegleitkurve der Cykloide. Ab „Begleitkurve" der Cykloide 
kann man die Kurve bezeichnen, welche dargestellt wird durch: 
x^af, y ^ a{l — coB (f). 
Die Epitroclioide. Ihre Gleichungen sind: 

X -= (a -]- h) cos rp — mi cos (y + 1 j ip, 
y = (a -\- b) sin ip — mh sin f-j- + 1 ) g?. 

Hierbei ist h der Radius des rollenden Kreises und a derjenige 
des festen Kreises; femer ist mb die Entfernung des die Kurve be- 
schreibenden Punktes vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises. Für 
m = 1 gewinnt mau die Epicykhiäe. 

Die Hypfltroclioide. Dieselbe wird dai^estellt durch: 

a: = (a — ö) cos (p + mh cos (-r- ^ 1 1 9, 
?/ = (« — b) sin (p — mb ain (-7^ — ^)V' 

Für in = 1 gewinnt man die llypocyMoide. 

Der Annahme a~4h entspricht eine Hypocykioide , deren Glei- 
chung sich in die Gestalt setzen läfst: 

xi + yi = a^. 
Man, bezeichnet diese Kurve auch als Ästroide. 

Die der Annahme a = 2i entsprechende Hypocykioide ist eine 
gerade Linie. 

In Art. 11 wurden die Gleichungen der gemeinen Cykloide auf- 
gestellt. Verfolgt man nach der dort gegebenen Regel den geome- 
trischen Ort eines Punktes, der irgendwo auf einem Eadius des rollen- 
den Kreises oder auf der Verlängerung dieses Radius gelegen ist, so 
erhält man: 

X =■ a(^if — m sin tp), y ~ a(l — m cos ip). 

Je nachdem m > 1 oder < 1 ist, gewinnt man eine sogenannte ver- 
schlungene oder eine geschweifte Cykloide. 

Die Lemniskate hat in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung: 
(37- + y^)^ = a^ {x^ — y^). 
In Polarkoordinaten nimmt diese Gleichung die Form r^ = a^ cos 29 
an. Man berechne nach einander für •& = 0, 3' = 0,1, fl- = 0,2, ■ ■ ■ 
die Werte r und konstruiere daraufhin die Kurve. 

Die Archimedische Spirale hat die Gleichung r =-> rt^. 



y Google 



ZoBammenstellimg wichtiger Kurven. 



Die logarithmische oder gleichwinklige, Spirale wird durch r^aif^ 



Die Gfleichung der allgemeinen logarithmi sehen Linie ist 

y = a log bx + c. 

Die Gleiehiing der Conchoide x^y^ = (a + xf(¥ — x^) wird in 
Polarkoordinaten r = « + 6 sec &. 

Die Cissoidengleichung y^ = ,- _ bat in Polarkoordinaten die 
Oestalt r = 2a tang ^ ■ sia *. 

Die Cai>dioide wii-d durch r = a (1 — cos &) dargestellt, 

Gleichung der hyperbolischen Spirale: r& = a. 

Die mit dem Namen Litnus bezeichnete Spirale wu'd durch 
r^& = a^ dargestellt. 

Die Trisectpix hat die Gleichung r = a (2 cos & ± 1). 

1. Man zeige, dafs die durch y = — rr — i dargestellte Kurve 
drei Wendepunkte, nämlich bei x = 0, x =^ ayd und a; = — a"|/3, 
besitzt. Die Kurve nähert sich der x-Axe beiderseits asymptotisch 
an. Ein Maximum von y findet sich bei X'= a, ein Minimum bei 
X = — a; im Nullpunkte schneidet die Kurve die x-Äxe unter einem 
Winkel von 45". 

2. Bei der Kurve a^y = dhx^ — x^ weise man einen Wendepunkt 
bei x = i, y — — r nach. 

3. Man zeige, dafs die dui'ch y^x = Aa^(2a — x) dargestellte 
Kurve Wendepunkte bei X = -„-- , « = H — ;^ hat. 

2 ' ■' - ys 

4. Man weise nach, dafs die durch y^ (x^ — «^ == a:* dargestellte 
Kurve die beiden Geraden y = x und y — — x zu Asymptoten hat. 

5. Die Kurve x" ~ y" = a^ schneidet die a;-Ase bei x = a recht- 
winklig und besitzt dortselbst einen Wendepunkt. 

6. Es soll bewiesen werden, dafs die Kurve dritter Ordnung 
y = — ^ drei Wendepunkte besitzt. 

7. Man behandele zur Wiederholung die in Art. 91) Beispiel 2 
gemachten Angaben und gehe nochmals die dortigen Aufgaben durch. 

8. Wie gi-ofs sind bei der Kurve y = e"'' die Suhtangente und 
Subnormale? Antwort: Suhtangente = — , Subnormalo = ae^""". 

9. Man bestimme die Subnormale und Suhtangente der Kettenlinie: 
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Subnoi-malo = -- ^e "^ — e " ), 

Subtangente = <-' '^^ ^- ■ 

10. Man bestimme die Subtangente böi der Kui-ve: 
x^ — Saxt/ + if = 0. 
Durcb Differentiation nach x folgt: 



und also: 

Die Subtangente im Punkte x, y ist: 

y~ = M ^ — "-^ 
"dy "ay—sc' 

man die Gleicbu] 
Asymptote ab. Man kann y'-' durch Division so entwickeln: 

,f = xU - - ^ = 3^' (l + ^ + ¥ + ■■") ■ 



Wird jeiat x gröfser und grofser, so können ivir diese Gleichung 
nähorungsweise so schreiben: 

y^ ^a:'{l + ^- + ^') oder y = ± x (l + l) ■ 

Wir werden also zu den beiden Asymptoten y = x + a und y = — x — a 
geführt. Aufserdem ist auch noch die zur y-Axe parallele Gerade 
x = a eine Asymptote; in der That wächst y, falls sich x dem 
Werte a annähert, über alle Grenzen. 

12. Man hereebne allgemein die Gleichung der Tangente für die 
Kurve x^ -\- y^ = n^. Hier findet man durch Differentiation in Bezug 
auf x: 

tX ä -^ -:-y i ' =0, , = — -: ■ 
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Hiernach ist die Tangente vom Eerührangspuukte x^,y^ durch 

dai^es teilt. 

13. Wo wird für die Kurve y - 2 = {3: - l)]/a: ~ 2 der Wert 
von -~- unendlich gi-ofs? Und ferner: Unter welchem Winkel schneidet 
diese Kurve die fl;-Axe? 

Hier gilt: 

^ ^ Yx'-'i ^{x~l) ^(x - 2)-* = —-~-- ■ 
da- ' ^ ' 2 V > gy^ _ g 

Dieser Ausdruck wird für 3: = 2, y = '2 unendlich, d. h. die Tangente 

LH diesem Punkte läuft senkrecht gegen die a:-Axe. Setzt man femer 

zur Beantwortung der zweiten Frage y = 0, so folgt aus der Kurven- 

gleichung a: = 3, und für diesen Punkt ergiebt sich -r- - = 2. 

14. Für die Kurve y^ = ax^ -j- x^ stelle man allgemein den Ab- 
schnitt dar, welchen die Tangente auf der y-Äxe (vom Nullpunkt ge- 
rechnet) bildet. 

Dieser Abschnitt ist durch y — x-f^ gegeben. Nun gilt im vor- 
liegenden Falle: 



Der fragliche Abschnitt stellt sich also dai- in der Gestalt: 

%ax + 3x- , 31/" — 'iax- -- ^x" , a / x \l 

II — x —,- - oder — ^ r— ^ - oder -- ■ — ; — r- 

15. Die Länge der Subnormale einer Kurve im Punkte x, y sei 
2a^a:'. Welches ist die Kurve? 

Hier gilt yv- = 2a^a:' oder y dy ^2a^x^dx. Man findet also 
durch Integration \y'^ ^^a^^ oder y = ax^ als Gleichung der ge- 
suchten Kurve, welche somit eine Parabel ist. Die Subtangeate ist 
w i— und berechnet sich also bei dieser Kurve zu 

16. Man zeige, dafs die Normale bei. der Kettenlinie durch y' 
gegeben ist*J, 

*) Vei-gl. Art. yy, Beispiel 8. 



y Google 



lil. 233] Konkavität und Konvexität der Kurven. 347 

17. Man beweise, daXa die Kwrve «/* — *■* + 2bx^y = die beiden 
durch t/ = X — und y = — x — ^ dargestellten Asymptoten hat. 

18. Man berechne, dafa die Subtangente und Subnormale beim 

Kreise y^ = 2ax — x^ durch ■ — bez. a — x gegeben sind, und 

dais bei der EUipse i/^ = —^{^ax — x^) entsprechend die beiden Aus- 
drücke — und —^(a — x) auftreten. 

19. Man bestininie die Gleichung der Tangente bei der Oissoide 
y^ = 3/_^ - Antwort: tj = [^^-^Ir^yf {i^<^ " ^)*i " «^)- 

20. Welche Kurve hat eine konstante Subtangente? Man hat an- 
zusetzen: 

« , = a oder dx = a - - 

■^ dy y 

und findet durch Integration.: 

X = a log y -\- c oder y = Ce" ; 
es handelt sich also um eine Exponentialkurve. 

21. Man beweise, dafs die Kurve x? — ^ -\- «z^ ^ die Asymptote 
y = X -^ -^ besitzt. 

22. Man zeige, dafe eine Kurve gegen die 3;-Äxe ihre konvexe 
«der konkave Seite kehrt, je nachdem y und j-| vom gleichen oder 
vom entgegen gesetaten Zeichen sind (cf. Art. 60). 

334. Derjenige Kreis, welcher durch den Punkt x,y einer vor- 
gelegten Kurve hindurchläuft und daselbst sowohl für -j- als auch 

fftr ~, dieselben Werte Uefert, wie die Kurve selbst, wird als der 

dx' ' 

Krümmnngskreis der Kurve an der Stelle x, y bezeichnet. Hat dieser 
Kreis die Mittelpunktskoordinaten a, 6 nnd den Radius r, so gilt als 
Gleichung des Kreises: 

(1) {x - af + (i,- hf ^ r^ 

Differenzieren wir in Bezug auf x und teilen, dnreli 2, so folgt: 

(2) x-a + (,-t/£ = 0, 
und bei nochmaliger Differentiation: 

(3) i+'>-'>)S+sir=''- 
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Sehreiben wir jetzt zur Äbkiirziing p für , und q für -j—^, so 
eutnelmien wir aus (3): 

(1) </-»--'-+-'' 

sowie unter VermittluDg von (2): 

Nun können wir aber die Werte p, q für die einzelne Stelle x, y 
der gegebenen Kurre berechnen; da dies aber dieselben Wei-te sein 
sollten, wie die in (4) und (5) gemeinten, bo können y/'vt aus diesen 
Grleichui^en die Mittelpunktekoordinaten a und h und damit auch 
den Radius r des Kriimmungskreises durch die x, y, p, q der Kurve 
berechnen. Wäi-e die Theorie der Evoluten für den Ingenieur von 
besonderer Bedeutung, so würden wir dieselbe an dieser Stelle zu 
entwickeln haben: Der geomeiirische Ort aller Krünimungszentra a, l 
einer gegebenen Knrre bildet die zugehörige Evolute; man findet 
deren Gleichung in a und b, indem man x und y aus den Gleichungen 
(4) und (5) und der Gleichung der gegebenen KuiTe eliminiert. Die 
ursprüngliche Kurve ist als eine Evolvente ihrer Evolute zu bezeichnen. 
Wir gehen hierauf nicht ein, empfehlen jedoch gewandteren Lesei-n, 
selbständig in dieser Hinsicht Untersuchnngeu anzustellen. 

Wichtiger ist, dafs wir den Erümmungsradins r für die einzelne 
Stelle der gegebenen Kurve berechnen. Der reziproke Wert von r 
liefert uns dabei ein Mafs für die Krümmimy der Kurve an der frag- 
lichen Stelle. Indem wir die in (4) und (5) gegebenen Werte von 
y — h und a; -- a in (1) eintragen, berechnen wir dies Krümmungs- 
mafs zu: 

{1 + p')-^ 

Eine noch durchsichtigere Entwicklung dieser Verhältnisse können 
wir 80 geben: Wir beschreiben von einer Stelle der Kurve aus das 
ICurvenstück z/s, und es möge hierbei die Tangente die Eiehtungs- 
änderung j^%- erfahren. Dann bilden wir den Quotienten — - und 
definieren als Mafs der Krümmung den Grenzwert dieses Quotienten 
für unendlich klein werdendes z/s: 
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Nuu ist taug ■& => -, = j! und also fl- = arc tangp. Hieravis folgt: 

d& _ 1 dp 
ds ~ 1 + p^ ds 
Weiter liat man: 

•^^ - lA 4- ^^ = ^1 dp^ds d^ 
dx r '• ~^ ir' dp da: dp' dx^ 

Es ergiebt sich somit: 

Übungsaufgaben. 

1. Die Gleicbuug einer vorgelegten Kui-re sei: 

a;S _ 1500 x^ + 30000 x - 3000000 y^O. 
Man zeige, dafs für diesen Fall der Nenner im Ausdruck (8) des 
Krümmun.gsmafses . im Intei-vall 0<.x< 100 naher ungs weise gleich 1 
ist. Zu bestimmen ist das Krilmmungsmafs für a; = 0. 

2. Für die Kiu've j/ = a^ — ix^ — ISx^ bestimme mau das Krüm- 
mungsmafs im Nullpunkte. Antwort: 36. 

3. Man zeige, dafa der Krümmungsradius der Ellipse ^ + ~ = 1 
im Scheitelpunkte x = a, «/ = gleich -^ ist. 

4. Man berechne für die Parabel j/^ = iax den Krümumngsradius 
im Scheitelpunkte X ^ 0. Antwort: r = 2a. 

5. Es soll der Krümmungsradius der Exponent iallinie y = he"-" 
an einer beliebigen Stelle berechnet werden. 

Hier ist q = a^be"", p = abe^", und also findet sich: 

sodafe man speziell für ;r = den Wert r = ■ — - ^g"^ -' gewinnt. 

6. Man bestimme den Krümmungsradius der Sinuskurve: 

i) ^aauihx 
für eine beliebige Stelle. 

Antwort: , 
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Für X = Q folgt r = oß imd also versciiwindendes Krümmungs- 
mafs. Für hx^^ -^ hat man t =^ — — ^.-^ ■ 

7. Es soll der Krümmungsradius der Kettenlinie: 

für eine beliebige Stelle berechnet werden. 

Antwort: r = ■ Für den Scheitelpunkt x = 0, »/ = c folgt 
speziell r = c. 

8. Man zeige, dafs der Krümmungsradius der Kurre; 

(/^ {x — 4m) =- mx (x — Sm) 
in dem einen der beiden Schnittpunfete mit der x-Akb gleich — ist, 
im anderen gleich -^■ 

9. Man stelle die Gleichung des Krümmungskreises der Kurve: 

(/* = -Lm^x^ — x^ 
im Nullpunkte auf 

10. Der Krümmungsradius der Kurve %d^y '= x^ an der Stelle 

(a' + a.^)^ 
X, y ist r = ■— „—r — ■ 

11. Für die Ellipse -t + ^s = 1 findet man als Krümmungs- 
radius an der Stelle x , y 

'' ' ab ' 

wobei e^ = 1 — ^ gilt und e die Escentrizität bedeutet. 

12. Man berechne den Krümmungsradius für die Kurve xy = u. 

Antwort; r = ^"^^ + ^'-' • 

13. Mau bestimme den Krümmungsradius für die Hyperbel: 



Antwort: r = - — 
wobei e^ = 1 + ^ ist. 



(,^^5 _ a^y 
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14. Bei der Kefcfcenlmie ist der Kriininnm^radius gleich der Nor- 
malen und liegt auf der zur Normalen entgegengesetzten Seite der 
Kurve (siehe Aufgabe 7). 

15. Mau bereehue den Krümmungsradius der Traktrix aus dem 
Umstände, dafs diese Kurve der Differentialgleichung: 



225. Es sei: 

(1) f{x,y,a) = i) 

die 0-leichung einer Kurvensdiar. Hierbei ist a für die einzelne Kurve 
konstant; für die ganze Schar hat « die Bedeutung eines variabelen 
Parameters, dessen verschiedene Werte eben die verschiedenen Kurven 
der Schar liefern. Mit der einzelnen Kurve (1) würde die Kurve: 

(2) f{x, y, a + da} = 

Timnittelbar benachbart sein, wenn hierbei da einen unendlich kleiuen 
Zuwachs des Parameters a bedeutet. Die Gleichung (2) können wir 
(siehe die Gleichung (1) am Schlüsse des Art. 21 S. 33) so schreiben: 

(3) rt«,s,,„) + Ww><i„_o. 

Wenn es sich demnach um die Schnittpunkte der beiden ein- 
ander unendlich nahe gelegenen Kurven (1) und (2) handeln soll, so 
werden deren Koordinaten die Gleichungen (1) und (3) oder, was 
auf dasselbe herauskommt, der Gleichungen: 

(4) f(x,y,a)^0 und ^'^"'^^' "?- = 

zugleich befriedigen. Eliminieren wir demnach a aus diesen beiden 
Gleichungen, so einlebt sich eine Gleichung zwischen x und y, 
welche durch die Schnittpunkte je zweier unendlich nahe gelegener 
Kurven der Schar befriedigt wird. Diese Gleichung liefert eine 
Kurve, welche man als Enveloppe oder Umhüllnngskorve der Kurven- 
schar (1) benennt. Mau kann zeigen, dafs die Enveloppe von der 
einzelnen Kurve der Schar berührt wird. 

Beispiel 1. Fafst man in der Gleichung: 

»/="'- + as: 

a als Parameter auf, so hat maji mit einer Schar von Geraden zu 
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tlmn. Es soll die Enveloppe dieser Schar bestimmt werden. An 
Stelle der allgemeinen Gleichung f(x, y,a) ^^ tritt hier im speziellen: 

(Ö) p ax = 0. 

Durch Differentiation in Bezug auf a findet man: 

(6) f.-*-»' 

woraus man ableitet: 

= — oder ö^ = - ■ 

Setzt man den hieraus hervorgehenden Wert von a in (ö) ein, so 
folgt: _ 

y — Ymx — ^~y-z. = t) 
oder 

j/ = 2")/mx oder y- ^ Amx. 
Die Enveloppe ist somit eine Parabel. 

Beispiel 2. In Art. 24 Beispiel 3 betrachteten wir Wurfge- 
schosse, welche mit gleicher Anfangsgeschvrindigkeit, aber unter ver- 
schiedenen Neigungswinkeln a gegen die Horizontale abgeschossen 
wurden. Den Tersehiedenen Neigungswinkeln a entsprechen Flug- 
bahnen, welche die Kurvenschar: 

bilden. Wir geben dieser Gleichung unter Benutzung der Abkürzungen: 

tang a = a, -| tfj = ^w 
die Gestalt: 

y — 'xa~\- mx^ {a? + 1) = 0, 
in welcher nun a den variabelen Parameter darstellt. Durch Diffe- 
rentiation der linken Seite dieser Gleichong in Bezug auf a ergiebt 
sich: 

— X + 2mx^it, = oder a = ,,-. • 
Die Enveloppe der fraglicheu Kurvenschar ist somit durch: 
y ~2^i'^ "'■^^ \im^~x^ + Ij = 



y = — ^nx^ + 4^ 
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Aufgaben Aber Rotationafläolien, 



353 



Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitelpunkt senk- 
recht über dem Geschütz in der Höbe j— = ~ gelegen ist. 
336. Übungsaufgaben. 

1. Man berechne die Oberfläche desjenigen Kotationskörpers, der 
durch Drebung der Kettenbnie um die j/-Äse entsteht. 

2. Man beweise, dafs die Gleichungen der Cykloido die Gestalt: 

a; = a (O + sin 3-) , »/ = « (1 — cos i>) 



£ r 


£• 






.-^^\ . 



annehmen, falls man der Kurve die in Figur 102 skizzierte Lage mit 
dem Scheitelpunkte als Nullpunkt giebt, wo alsdann 
'JB^x, FÄ^y, ^OCQ = » 
zu nehmen ist. 

Es soll gezeigt werden, dafs bei Drehung des Cykloidenzweiges 
EOF um OF ein Rotationskörper vom Volumen 3it[^(-| f\ ent- 
springt, bei Drehung um OX ein solcher vom Volumen %^a^, endlich 
bei Drehung um EF ein solcher vom Volumen 5;r^(['. 

3. Man bestimme die Bogenlänge AarKurv^ 9ay^ = 4x^ zwischen 
■den Punkten der Ähaeissen und x. 



Antwort: 



-fV'+'i"^-i''[{' + W-'l 



4. Man berechne die 1 
wieder zwischen den Punkten der Absc 



L der Kurve y^ = 2ax — x^ 
an und x. 



Antwort: s == a ■ are sin ( \ ■ 

5. Man bestimme die Bogenlänge der Cytloide (cf. Art, 47). 
Antwort: s = Sa{l — cos ^(p) = 8a — 4"|/4«^— 2«?/. 

6. Man finde die Bogenlänge der Parabel p = "j/4(i 



vom Scheitelpunkte. 

Antwort: s = ]/ax -\- x^ -\- a Iog( ' 
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Aufgaben über Bogenliliigen ebener Kurven. 



7, Man zeige, daXs die gajize von einem Zweige der Begleitkui-ve 
der Cykloide eingegrenzte Fläche doppelt so grofs ist, als die Fläche 
des rollenden Kreises (cf. Art. 223). 

8. Man bestimme auf Grund der Formel: 



A =ß.'äO 



die durch die Kurve r^ha' und die beiden zu &^ und *j gehören- 
den Radienvektoren i\ und r^ eingegrenzte Fläche. 

Antwort: {)-^^ — r^^). 

9. Man beweise die Formel: 

für die Bogenlär^e s der logarithmischen Linie x ^ ue" . 

10. Man zeige, dafs das Bogenintegral: 

bei der Kurve r = « (_1 -r cos &) auf den Äusdraek: 

s ^- 4a sm ^ 
für die Bogenlänge führt. 

11. Mau beweise für die Kurve r = he' die Gleichung: 

12. Man zeige für die Cykloide die Richtigkeit der Gleichung: 

und entwickele daraus: 

s = 4 "[/ß^ ~^ay — 2 a. 

13. Man beweise für, die Kurve aß + p^ ~ 'X^ die Formel: 

s = -| «ä x^. 

14. Man lasse die EUipse *, -|- f § = 1 um die a:-Aie rotieren, 
und zeige, dafs die Oberfläche des entstehenden Botationsellipsoitk- 
den Flächeninhalt bekommt: 
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wo))ei is* = 1 — 5 ist. 

15. Man zeige, dafs die ganze von der Kurve ( ) + (ih) 1 
umschlossene Fläche den Inhalt ^tiah hat. 

16. Man hestimnie deu nüchcninhalt der bei der Kurve w = a; 1/ ■ 
auftretenden Schleife. 

Antwort: '2a^(l — -^j ■ 

17. Mau finde den Inhalt des von der Kurve tj — x -\- "[/«^ — x^ 
rings umschlosseneu Flächen stücks, 

Antwort: na^. 

18. Man berechne den Inhalt der bei der Kurve r^ = o^ cos 2^ 
vorliegenden Schleife. 

A.ntwortr j«^. 

19. Man bestimme den Inhalt der Ellipse von der Gleichung 
j + ^2= 1; hier hat man den vierfachen Wert des Integrale: 



/; 



Ya^ ~ X- dx 



zu berechnen. 

20, Man bestimme den Inlialt der von der Cykloide und der 
a^-Äse eingegrenzten Fläche als Funktion des Wälzungswinkels ip (cf 
Art., 11). Hier ist zu setzen: 

Antwort: a^ ("^ rp — 2 smtp -\- \sm 2ip). 

Setzt ma,n speziell die Gi-enzen tp ~0 und <p ^2-it ein, so et^iebt 
sich das Dreifache vom Inhalte des rollenden Kreises. 

337. Ein schwerer Körper vom Gewicht W falle in einem Me- 
dium, welches eine durch aif dargestellte Widerstandskraft leistet; 
dabei bedeute « die Geschwindigkeit, während a und n Konstanten 
sind. Unter diesen Umständen gilt die Beziehung: 

— in=W- av". 
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Welches ist die stationäre Geschwindigkeit des Körpers, d. h. 
diejenige, bei welcher eine weitere Besehleunigung niclit eintritt? 
Bezeiclmot mau diese Geschwindigkeit durch v-^, so gilt av^" •= W, 
woraus man v^ berechnen kann. Ist andrerseits «^ bekannt, so bann 
die mit a bezeichnete Konstante durch a = Wv^"" ausgedrückt wer- 
den. Tragen wir diesen Wert für a in obige Gleichung ein, so folgt: 
äl 1 1 

^^=^_„.. --(.)•■ 

W \^i ' 

södafs man für t ge\vinnti 

Ist 7.. E. n = 2, so folgt: 

i = ^' log *■' ■+ '' 

und j . 

V = % tangh :"= ~T7' 

Für die Falltiefe x findet sich hiei-aus: 

a; = ^- log eosh ■ ■ 

338. Unser altes Beispiel im Art. 24. 

Ein materieller Punkt bewege sich unter der Wirkung einer 
konstanten vertikal nach unten gerichteten Beschleunigur^ g. Die 
Ordinate y sei nach oien positiv genommen, die Absciseen x werden 
horizontal gemessen; alsdann gilt: 

dx ^_ dy dy dx dy 

dt ' dt dx dt dx' 

d^y _ d^ dx _ 2^'V 
dt' ~ ^ dx' dt ~ ^ dx^' 
Folglich ist: 



(1) y ^-^,-X^ + ax + h, 

womit eine Parabel gewonnen ist (c£ Art. 24). 
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Beispiele Fourier'aclier Reihen, 



■, dafs für a: = auch. */ vei-sdiwindeii soll, so folgt 
für die Konstante ö der Wei-t 0. Weiter erkennen wir in a die Tan- 
gente desjenigen Winkels, welchen die Bahn (1) im Nullpunkte mit 
der a:-Axe bildet, während c die konstante Hoi-izontalgeschwindigkeit 
ist. Hat ein Wuifgeschofs die Aufangsgeschwindigkeit F in einer 
gegen die Horizontale unter dem Winkel a geneigten Richtung, so 
wird 0= Fcos« und et = tang k, und die Gleichung (1) liefert: 



y--\-r^ 



- + 3! tang a. 



239. Übuugsheispiele llber Ponrier'ache Reihe«. 

1. Eine periodische Funktion f{x) von x möge im Intervall von 
a; = bis a; = c den Wert mx haben, imd es sei gerade c die Periode, 
aodafs die Fimktion bei x = c plötzlich auf herabsinkt, um im 
nächsten Intervall (c bis 2c) wieder in derselben Weise von bis mr, 
zu wachsen. Benutzen wir die Regeln Ton Art. 133, so werden wii- 
/ = g schi'eiben und den Ansatz bilden: 

mx = Ofl + «1 sin qx + a^ sin 233; + ■■■ + «. sin scix -|- - - ■ 
+ \ cos q^x + \ cos Iq^x + ■ ■ ■ + i«., cos s^x + ■ - ■ ■ 
Für die hierbei auftretenden Koefficienten gelten die Regeln: 



Ergebnis : 
m'x = \mc — —(sin ([x -\- \ sin 'iq^x + ~ ain Sg?; -|- \ sin Al^x +■■■)■ 

2. Man entwickele x zuerst in eine Sinusreihe, sodann in eine 
Cosinusreihe. 

Antwort: Auf das Intervall von — je bis + ;i bezieht sich die 
Darstellung: 

a; = 2 (sin a: — |- sin 23; + |- sin Sa; '- ■ ■ ■), 

auf das Intervall von — „ bis aber die folgende: 

X = (sin a; — -^ ein 331 + i^ sin hx — ■ ■ ■), 

endlich auf das Intervall von bis ;,- die Darstellung: 

a; = '_, — ■ (cos X -V \ cos 3.« + g- cos öa; + ■ ■ ■). 
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3. M:m beweise die Grleichung: 

— = sin a: 4- j sin 3a: + ä sin 5a: + ■ - ■ 

4. Man zeige die Richtigkeit der folgenden Gleichung; 

5. Man integriert; die Torstehond entwickelten Fourier'schcn 
Ueihen. 

230. 1, für den Trägheitsradius k einer Kugel vom ßadius a 
in Bezug auf einen Durchmesser zeige man die Formel: 

Das Trägheitsmoment einer Kreisscheibe vom Radius y und der 
Dicke dx in Bezug anf den Mittelpunkt ist: 

wenn «i die Dichtigkeit bedeutet. Um hieraus das Trägheitsmo- 
ment der Kugel abzuleiten, haben wir a:^ + «/^ — a^ zu setzen, und 
Qtmy^dx zwischen den Grenzen und a zn integrieren: 



/ Tcwij/* dx ^ mit I (a,^ — x^^dx = 



Teilt man diesen Betrag durch die Masse m^ica^ der Kugel, so er- 
giebt sich das Quadrat des Trägheitsradius h in der obigen Gestalt. 

2. Bei einem aufrecht stehenden Rotationsparaboloid, dessen 
Höhe h ist, und dessen kreisförmige Grandfiäche den Radius a hat, 
gilt für den Trägheitsradiiis k in Bezug auf die Axe: 

Der Trägheitsradius dieses Paraboloids in Bezug auf einen Dui-ch- 
messer der Basis bestimmt sieh aus: 

3. Bei einem Dreiecke von der Höhe h hat man für den Träg- 
heitsradius in Bezug auf eine durch die Spitze paiTillel zm- Basis ge- 
legte Axe: 

h^ = -1 h'. 

Für eine durch den Schwerpunkt des Dreiecks parallel zur Basis 
gelegte Axe gilt entsprechend; 

k^ = ,\hK 
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HI. 331] Taylor'scher Lehrsatz. 



231. Der Tavlor'sche Lehrsatz 

Wenn man •■ine Funktion /(' -\- Ji) von t ->!- Ji hei lunstantem 
h in Bezug auf r diffeienziert, so gewinnt man tlasstlbe Ergebnis, 
als wenn maa Me bei konstantem t, nith h differenziert Dies ist 
ohne weiteres ersiclitlicli Setzen wn namlich i + /i = m so ist: 

da ^ = 1 ist; das zleicbe Resultat liefert auch die Differentiation 
in Bezug auf Ir. 



dh du oh du ' 

da auch sj = 1- ist. 

Wir nehmen nun an, dafe f{x + /*) eine Entwicklung nach an- 
steigenden Potenzen von h gestatte: 

(1) fix + h) = X^+ X,h + X^h^ -f XgÄ^ + ■ . ., 

wobei die X^, X^, . . . von h unabhängig sein sollen. Hieraus findet 
man durch Differentiation einmal nach h, sodann in Bezug auf x: 

(2) ^^f"^- = + Xj + 2X^h + 3X^¥ + - . -, 
n-, df{of + h) dX dX dX,j. 

Die beiden in diesen Gleichungen linker Hand stehenden Aus- 
di-ücke sind einander gleich. Hieraus darf man den Schlufs ziehen, 
dafs die rechten Seiten in der Weise einander gleich sind, dais die 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen beider Entwicklungen überein- 
stinimen: 



X^- 



f3^ 

dx 1- 



^- i dx ^ 1-^ dx- 

1 Ä»X„ 



Indem wir aber in Gleichung ( 1 ) für Ä den Wert setzen, ergiebt 
sich X^ = f(x). Schreiben wir somit "^-^(P ^ f'(x), '^'Jjf = f"(x), ■■■, 
80 ergiebt sich als Taylor'sclier Lehrsatz: 
(4) f(x + h) = f(x) + A/-(x) + /'"„ rix) + ,-:'|--3 r~{x) + ■■■. 
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Maolaurin'aclier Lehrsatz. 



Setzen wir nach Ausführung der Differentiationen insbesondere 
3; = in f'(x), f"(x), . . . ein, so liefert Gleichung (4): 

(6) m - f (0) + ^(0) + j--'^ no) + jT?n)/""(o) + ■ ■ ■ . 

Man beachte jetat, dafs in dieser Gleichung die bisher mit a be- 
zeichnete Gröfse überhaupt nicht mehr auftritt. Entschliefsen wir 
uns demnach, für die in (5) allein noch auftretende Gröfse h lieber 
die Bezeichnung x zu gebrauchen, so nimmt Gleichung (5) die Ge- 
stalt an; 

(6) f(x) _ m + ^f'(o) + {',^ no) + j-r|^3 r"(0) + ■ ■ ■ . 

Der durch diese Gleichung zum Ausdruck kommende Satz wird der 
Waclanrin'sche Lehrsatz genannt. 

Der hier mitgeteilte Beweis des Taylor'schen Lehrsatzes ist im- 
Yollständig, insofern die Konvergenz der in (1) angesetzten unend- 
lichen Reihe nicht bewiesen wurde. Exaktere Beweisführungen findet 
man in den Lehrbüchern der- höheren Analysis. 

Man wolle nun im speziellen x als Zeit t deuten und verstehe 
unter s = f(t) die Entfernung eines auf geradliniger Bahn beweglichen 
Punktes von einem festen Anfangspunkte- Wenn man alsdann im gegen- 
wärtigen Zeitpunkt, der ^ heilte, die Entfernung s, die Geschwindigkeit 
, ;, tliß Beschleunigung ^-^j , sowie j , , ■ ■ ■ kennt, oder (was auf das- 
selbe hinausläuft) wenn man für ein sehr kleines, sich an tf, ansehliefsen- 
des, Zeitteilchen die Bewegung des beti'achteten Punktes genau kennt, 
so kann man den Ort des Punktes zu ngend einer zukünftigen Zeit 
voraussagen, und kann auch berechnen, an welcher Stelle seiner Bahn 
sieh der Körper zu irgend einer vergangenen Zeit befunden hat. 

Der Taylor'sche liehrsatz ist ein sehr weit reichendes Theorem 
und stellt die Quelle für zahlreiche Folgerungen dar. 

232. Übungsanfgaben über den Taylor'schen Lehrsfitz. 
1. Man entwickele (x + h)" nach Potenzen von h. 
Hier gUt 

f(x) ^x", fix) = 7ix"-\ f'Xx) = n(n — l)x"-% ■ ■ ■, 

und also folgt: 

(x+ h)" = x" -f nhx"-^ + --^-'—-^h^x"-^ -[ . 

Dies ist der biiwmische Lehrsatz, welcher somit eiu Spezisilfall 
des Taylor'schen Satzes ist. 
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2. Maoi entwickele log (x + li) nach Potenzen von li. 
Hier hat man: 
f{x)-l<,gx, n<i)-\, f"{x)--x-', f"\x)- + ix-',---, 
sodafs man erhält: 

log {X ^ h) = \og X + h -^ — -^ ■ s« + 3 ■ a:" ' 

Setzen wir x = 1, so gewinnen wir die wichtige Formel: 

log (i + 'o-'-'j +''-'' + ■■■■ 

?>. Man beweise die Formel; 

sin (a: + Ä) = sin a; + A cos a; ^ ■ ■ ■ sin a: — ,, cos x -{-■■■ . 

4. Man leite die Gleichimg ab: 

/ . IN -1 ■ ^^ I ''■' ■ 1 

coa {x + h) = cos X — h%\n. X — ■ cos .t + , ,, o ^ui- x + ■ • ■ . 

5. Was liefern die ia 3. und 4, aufgestellten Formeln i'iii 

333. Übungsaufgaben über denMaclaurin'schen Lehrsatz 
1. Man entwickele sin a^ nach Potenzen von x. Hier gilt: 
f(x) -sin», f(0) -0, 

r(x)-K„x, r(o)-i, 
f>)--8B«, r(o)-o, 

/■'"(a:) 008 1, f"'(0)' 1, 

/■(«(«)- sin j., /»(0)-0, 



Mau gewinnt somit: 



wo )*! = 1 ■ 2 ■ 3 ■ ■ ■ n sein soO. 

2. In ähnlicher Weise folgt: 

cos x -= 1 ~ ■ - 4- , , — jTj' + ■ ■ ■ ■ 

Man berechne aus diesen Reihen die Werte der Funktionen sin 
und eos für einen einzehieu Winkel, z. B. für den in Bogenniafs ge- 
messenen Winkel 0,2 und vergleiche das Ergebnis mit den durch die 
Tafeln gegebenen Werten, 

3. Es soll die Funktion are tang x nach Potenzen von x ent- 
wickelt werden. Hierbei ist eine andere Methode am Platze. 
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Der Differentialqviotient der Funktion arc taug a^ ist . , ; hier- 
für findet maa, indem man mit 1 + x'- in 1 dividiert, die Reihen- 
entwicklung : 

1 — a:^ -|- a;* — *■'■ + x** — - ■ ■ . 

Integrieren wir diese Reihe gliedweise, so liefert offenbar das 
entstehende Resultat die Reihenentwicklung von arc taug a:: 
arc tajig x = x — \s^ + jX" — \x' -{-■■■ . 

Eine Konstante ist hierbei nicht zuzusetzen, da für a: = die Funktion 
are tang x yersebwindet. 

4. Man entwickele tang (1 — x) nach der Regel (5) Art. 231 in 
eine Maclau rin's che Reihe. 

5. Man beweise: 

a- - 1 -F :^ log « + ^- (log af + ^^ (log uf -^ ■ ■ ■ . 

6. Man zeige die Gleichung: 

tang x = « + g- + -j|- H 

334. Man entwickele e'* nach Potenzen vim %■ und vergleiche 
den entspringenden Ausdruck mit den Reihen für sin ^ und cos %. 
Man leite anf diese Weise die Formeln ab: 

C"»' = eos ^ + )■ sin 9, C'-'* = eoa # — i sin &, 

cos ff •=!(<;' ■'' + e-'^), sin» = ^.{e'-'' -e-''*). 

Aus den beiden ersten dieser vier Relationen entwickelt mau leicht 
die Gleichung: 

(cos * ± i sin &)" = cos n& + i sin n^. 

Dieselbe bringt den Moivi'e'sclltu Lehrsatz zum Ausdruck. 

Bei der Auflösang einer kuhischen Gleichung liefert in dem Falle, 
dafs alle drei Lösungen reell sind (sogenannter „irreducibeler" Fall), 
die Kardaaiiache F'ormel diese Lösungen nur erst in der Gestalt von 
Kubikwui-zeln aus Jcmwplexen Grö&en. Diese Wurzeln sind aledaoji 
vermittelst des Moin-e'schen Satzes auszuziehen. 

Um die „Wurzel g**" Gi'ades" oder kurz die „q^ Wurzel" aus 
der komplexen Gröfse a-\-i (unter a und }> reelle Zahlen verstanden"! 
, schreiben wir: 

(f -f ih = r (cos * -f j sin %■). 
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Dann gilt: 

)- cos &■ = a, r sin & = 1), J' = "j/«^ + h^, tang ^ =- — , 

Gleiehimgen, vennöge deren man r und & aus a und h berechnen 
kann. Die (f^ Wurzel aus a + ih ist nun raekrdeutig; in der That 
giebt jeder der folgenden Ausdrücke, in die <f^ Potenz erhoben, a, -r 'ö: 

\l O , • . 'ttX 
r'i cos + i sm ■ , 

l l «■ + 2« , . . # + Sjr\ 



Man sieht leicht, dafs ca genau q verschiedene Wurzeln {/"^" 
Grades aus a + ih giebt. 

Übungsaufgabe. Man bestimme die drei Kubikwurzeln aus 8. 

Wir schreiben 8 der Reihe nach in den Gestalten: 
8(cos + I sin 0), 8(cos 2x + i sin '2a), 8(eos 4:^ + i sin 4:n) 
und verfahren in jedem Falle nach der Regel, dafs die dritte Wurzel 
aus r{cos %■ -\- i snx %■) gleich r^ (cos ., + ^ sin j ist. 

235. Die Entwicklung von S'" nach Potenzen von liB ist: 

Nehmen wir hier rechts ö als Symbol für die Operation ^ , 
anzuwenden auf eine Funktion fix), und verstehen wir demnach unter 
ö-, Ö^, ■■■ Symbole für ^— j, -j— 5, ■■■, so mufs entsprechend das 
Symbol e*^ die Vermehrung von x um h bedeuten, wenn in der 
angegebenen Reihenentwicklung eine symbolische Darstellung dci- Tay- 
lor'sdimt Meihe vorliegen soU*). 

236. Eine Gleiehmig zwischen x und y, in welcher neben diesen 
Variabelen auch noch Differentialquotienten von y nach x vorkommen, 
wii'd eine Differentialgleichung genannt. Wir haben bereits einige 
Gleichungen dieser Art früher behandelt. 

i- "beiläiifig g'emai:ht, sie kommt weiter iiic'ht 
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Die Ordmmg der Differentialgleielniiig ist die Ordnung des höehsten 
in der Gleichnng auftretenden Differentialquotienten. 

Als Unbekaante gelten in der Differentialgleichung y und die 
Differentialquotienten von y. Kommen dieselben nnr rational und 
ganz vor, so wird man je nach der Höbe der Potenzen und Produkte 
dieser Unbekannten der Differentialgleichung einen Grad erteilen. 
Man spricht von einer linearen Differentialgleichung insbesondere, 
wenn in keinem Glieds eine höhere als die erste Potenz einer Un- 
bekannten vorliegt, und wenn kein Produkt von mehreren aufti'itt. 
Bei einer solchen Gleichung stellt innner die Summe mehrerer Lö- 
sungen wieder eine Lösung dai'. 

Es sei eine gewöhnliche Gleichung zwischen sc und tf vorgelegt, 
welche n unbestimmte Konstanten enthält. Differenzieren wir diese 
Gleichung n Male hinter einander, indem wir x als unabhängige Vaiia- 
bele und y als Funktion ansehen, so entstehen im ganzen (n + 1) Glei- 
chungen, aus denen wir die n Konstanten eliminieren wollen. Wir 
gewinnen so eine Differentialgleichang, welche von den Konstanten 
frei ist; und zwar handelt es sich hier um eine Differentialgleichung 
j*"^'^^ Ordnung. 

Übungsaufgabe. Man stelle aus 

(1) y = ax^ + bx 

eine von a und h freie Differentialgleichung zweiter Ordnung her. 

Hier folgt durch Differentiation: 

-^ = 2ax + h, ,- „ = 2ö, h = / — X ,-.■ 
dx ' dx' ' dx dx' 

Die gewünschte Differentialgleichung wird somit: 

y 2 dx^^^Kdx ^ dxV 
oder: 

Umgekehrt findet man demnach als Lösung der Differentialglei- 
chung (2) die Funktion y = Ax^ + Bx, unter A und B willkürliche 
Konstanten verstanden, 

237. Die Behandlung der Differentialgleiehuugen beginnen wir 
mit denjenigen von der ersten Ordnung. 

Diesen können wir die Gestalt Jlf4-iV^ = geben, unter M 
und N Funktionen von x und y verstanden. Gewöhnlich benutzen 
wir die Normalfonn: 
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Lösung' durch. Trennung der Variabelen. 



Beispiele. 

1. (a -\- s') {b + y) dx + dy ^ i) oder (a -\- x) dx -\- j -j_ ■■■ dy = 0. 
Indem wir integrieren, gewiünen wir als allgemeine Lösmig: 
ax + ix' + \og(b + y)^C, 

unter C eine willkürliche Konstante TCratanden. 

Man beachte, dafs in einem solchen Falle, wo die Trenniiiig der 
Varialielen durchführbar ist, die Lösung der Diiferentiaigleichuiig 
durch direkte Integration vollzogen werden kann. 

So können wir z. B. die Gleichung: 

r(x)F(:y)dx+(pix)tiy)dy = 
unter Trennung der Variabelen i 







-0, 


QUQ direkt integriert werden kann. 




2. 


(l + i)srfl+(l-!,)r 


cdti-O, 




('+1)^»+(|-1) 


d,j-0. 


Hier e 


rgiebt sich durch Integration 






log a; + a: + log j/ - 


tl-C 




log (xg) -C + y 


-X. 


3. 


dl, i. 


-0. 


Durch 


Integration folgt; 






arc sin a; + are sin j 


1-0. 



Wir können dieser Gleichung noch eine andere Gestalt verleihen. 
Nehmen wir nämlich den Sinus der rechten und linken Seite und 
schreiben ain C= c, so folgt: 

sin (arc sin a; + arc sin y) = c, 
sin (arc sin x) cos (arc sin y) -f cos (arc sin x) sin (arc sin y) = c. 
Benutzen wir die Eegel arc sin 3: = arc cos YT— x^, so folgt: 
xy\ — 1/ -\- yYl — x^ = c. 
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4. Dio Gtleichimg: 

dx y 1 + y 
liefert die Normalform : 

i}j + y'')dij = (x + x^)dx. 

Lösnng: ^y^ + ^iß = -|a:^ + ^x^ + C. 

xy{i.-\- x^) dx 

i"+f/= ~ dy' 
Lösung: (1 + a:^)(l + if') = CX^. 

6. sin X cos y dz — cos x sin j/ dj/ = 0. 

Lösung: cos y = c cos a:. 

7, (if -\- xif) dx + {x^ ~ yx^") dy = 0. 
Lösung: log (~) = c + ^- J^^' ■ 

Lösung; y"! 4- a;^ + y"! + »/^ = C, 

238. Vielfach gelingt es, die Lösung der Differential glei.eliung 
durch Substitution eiuer neuen Variabelen zu ermitteln. Um z. ß. 
die DiEFerentialgleichung 

dy ^ y^ — X 

zu lösen, setzen wir y = '^xv und finden + dv = 0, woraus: 

log X -\- ■ , = c 
gewonnen wird. 

Man löse die Differentialgleichung: 

(S-a:)l/r+l'§| -«(! + !/■)* 

239. Sind M und N homogene Funktionen gleicher Dimension 
in X und y, so benutze man die Substitution y = vx und gelangt 

i einer Gleichung zwischen x und v, in der die Variabelen geti-enut 
[ können. 
Beispiel 1. ydx-\-(2'^xy—x)dy = Q. 
Man setze y — vx imd findet: 

dy = vdx -\- xdv, 
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' düTclt Substitatioa u 



vxdx + (2xyv — x){vdx + xdv) = 0, 
2a;^^rf3; + {2x:^Yv -x^)dv — 0, 



'?+y^F-iÄ. 


-0, 




^¥+(l--') 


dv- 


o, 


2 log a: + 2 log » + 2 


I.-1- 


-20 


log (xv) + v-i - 


■c, 




iog'J + Y'j- 


c. 




Lösung; y = ce 


Yl 




wo c eine willkürliche Konstante ist. 







Be.spi,i2. :;:^-/;:+i-]/|- 

Man setze wieder y ^ XV imd wird als Lösung finden; 

-r^ + log [(a* - !/-^) (i - #] - C- 
X- — V- 

Beipi«13. ^_S + y"='H-'/. 

Antwort: x^ = 2Ay -{- A'-'. 
Man kann übTigens bei der Lösung von Differentjalgleichmigen 
auf verschiedenen Wegen zu Antworten gelangen, die gestaltlich ganz 
Tersehicden sind, aber gleichwohl dieselbe Lösung darstellen. 

4. Man löse: 

(x" + 5xf) dx + {</ + Zx^y) dy ^ 0. 
Antwort: x^ + Qx^y^ + J/* = C. 

5. Man löse: , 

s' + Ca^jj + a^-jg-o. 

Antwort; xy^ = C(2y -j- x). 

6. Man löse: 

(x — y cos M dx + X cos -^- • rfy = 0. 

Antwort: x = C ■ e ^ . 
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Lösung durch Substitutioa i 



7. (j/ — x)dy + ydx^O. Antwort: 2t/ = ce 'J . 

8. xdy — ij dx — Yx^ + n/dx = 0. Antwort: x^ = c^ -\- 2cfi. 

9. X -\- 1J-^ ^2y. Antwort: (x — y) e'-'J = C 

240. Bei Differentialgleicliungen von der Gestalt: 
{ax + fty + c) (/a; -j- {dx -\- Vy + e') dy ^0 
fabren wir ne^^e Yai-iabelen w und v durch: 

ein, wobei wir a uiid ß derart wäblen, dafs in den mit dw und dv 
multiplizierten Ausdrücken die konstanten Glieder fortfallen. 
So folgt z. B. bei der Differentialgleicbuug: 

{Bx~2y + i)dx+ {2x-y^ l)dy = 0, 
da dx =- dw und dy = dv ist, als transformierte Gleichung: 

(div + 3k - 2)! - 2/3 + 4)dw + (2«' + 2a - « - |3 + 1) rfü = 0. 
Hier wählen wir nun a und ß derai't, dafs 

3„ _ 2(3 + 4 = 0, 2k- ß + 1-^0 
zutrifft wOTaus: 

«-3, |S-5 
folgt. Die Substitution hat dieserhalb die Gestalt 

x = ic + 2, y = « + 5, 
■worauf die neue Differentialgleichung homogen ausfällt. 
Übungsaufgabe: 

(3j/ -'ix+l)dx + {ly -3^+3) äy - 0. 
Antwort: {if — x -\- Vf{^ + x — If = c. 
Übungsaufgabe; 

Ay_ , 2* —_y+J:_ ^ Q 
dx 'iy — X — 1 
Antwort: x^ -~ xy -\- y^ -\- X — y = c. 

341. Als ein totales Differential bezeichnet man die Änderung 
«iner Funktion f(x, y) von zwei unahliängigen Variabelen x, y, welche 
bei gl&fihsdUger Änderung beider Variabelen x, y um Differentiale dx 
und dy eintritt. (Man vergl. die Definition des „pwrÜell-en" 
tialquotienten S. 45, sowie Art, 83.) 
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m. 241] Integrierendet Faktor. 369 

Stellt in der Differentialgleichung: 

Mdx + Ndy = 
links (las totale Differential einer Funktion f(x, y), so ist 

cM _ BN 

du ~dx ' 

wie man leicht aus den Gleichungen M ^ -J- , N = J- ableitet {cf. 
Q-leichuüg (17) 8. 165). In diesem Falle ist f(x, y) = c die Lösung 
der Differentialgleichung. So hat man z. B, in: 

{x^ — %x^y)dx + {y^ -3?)dy = 
links ein totales Differential. Es wird demnach gelton: 

Integi'iert man hier, indem man y als konstant ansieht, in Bezug auf 
X, so hat maa als „Integrations konstante" eine noch unbekannte Funktion 
Y von y allein hinzuzufügen: 

f{x, y) = jO^ — x^y + Y. 
Differenzieren wir jetzt nach y, so mufs das Resultat gleich N 






= r ■ 



-j - = y^ und also Y ^ \y^ -{- c. 

Als Lösung der Differentialgleichung gewiui^t man somit: 
{'jf' — x^y -^ \f + c ^ 0, 
wo c eine willkürliche Konstante bedeutet. 

343. Erreicht man bei der Gleichung Mdx + Ndy = 
durch Zusatz eines Faktors, dafs die multiplizierte Gtleichung links 
ein totales Differential aufweist, so bezeichnet man den Faktor als 
einen integrierenden Faktor der Diffei-entialgleichung (ef. Art. 83). 
Wegen der genaueren Theorie der integrierenden Faktoren müssen 
■wir auf die ausfuhrlicheren Lehrbücher über höhere Analysis ver- 
weisen. 

243. Lineare Differeutialgleidinngen erster Ordnung. 

Diese Gleichungen haben die Gestalt: 



W S + ^i/ 

WO P und Q irgend welche Funktion 



y Google 



Lineare Differentialgleichungett erster Ordnting. 



Die allgemeine Lösimg dieser Gleichung (1) ist folgende: Setzen 
wir jFdx'zra Abkürzung gleich X, so gilt für y die Darstellung: 

(2) v = ^-^(fe^Qdx + c), 

wo C eine wiUkürliclie Konstante ist. 

Man kann den Beweis dieser Angabe in der Art führen, dafs 
man den angegebenen Ausdruck von y in die gegebene Differential- 
gleichung einträgt und zeigt, dafs dieselbe hierdurch befriedigt %Fird. 

Diese Rechnung nimmt folgenden Verlauf: Aus (2) folgt: 

(3) ije^^^fe^Qclx+ C. 

Differenziert man diese Cfleichung nach x und beachtet, dafs -=-;- — P 
zutrifft, so folgt aus (3): 

(4) 2''+!"'^ ='■"'<> 



Um demnach umgekehrt die Lösung (2) ans der Gleichung (1) 
zu gewinnen, multipliziere man letztere mit e^, wodurch (4) entsteht 
und gehe durch Integration zur Gleiehimg (3), welche letztere nach 
Porthebung Ton e^ zum Resultate (2) führt. 

Wir haben bereite oben (S. 266) die Gleichung (1) in die sym- 
.bolisehe Form: 

(d + F)y^Q oder y = {e + F)-'Q 

gekleidet und erkennen demnach jetat die Bedeutung der zu (ö + P) 
i Operation (Ö + F)~ ^- In der That, setzen wir wieder 



fpdx^X, 
so ist die Bedfiutung der Operation (Ö + _P)- ^ Q : 
(Ö) e'-^{fc-^Qdac-\-€). 

Insbesondere hat mau für Q = offenbar: (0 + P)~ '0 = C ■ e~^. 
Ist andrerseits P einer Konstanten a gleich und aufserdem ^ =- 0, 
so gilt (ö + a)~^0 = Ce"""*, wo C eine willkürliche Konstante ist. 
Wii' besprachen diesen Fall bereits in Art. 168. 

Ist femer ^ einer Konstanten gleich, etwa Q ~ n, wähi'end P 
nach wie vor gleich a ist, so gilt: 

{d + »)-!« = c-"-(/)!e"Vte + C), 



yGoosle 



3 der ElektrizitatBleiire. 



(6) (Ö + «)-ire-Ce-"-^+ ™, 

wo wieder C eine willkürliclie Konstante ist (cf. Art. .169). 
Setzt man weiter Q = d'", so bat man: 

{fj + a)-ie"^ = ö-"^ [f4"^^)^dx + C), 

(7) (o + „)-v-^^CV-"+„-j-,^^. 

Man zeigt leicht, daXs im Spezialfälle a = — b die Gcleicliiingi 

gilt- 

Setzen wir etwa noch ^ = & sin {ex + »*), so gilt: 

(e ^ aY'^SJ) fim{cx -\- m)'\^ e-''--'{hfe" sia.{cx + ni)dx.-^ c), 

(8) (ö + a)" ^ [ö sin (cic + m)] 

= Ce-"" + — ;===r sin (ca: -[-«? — arctang— j ■ 

344. Beispiel. In einem elektrischeil Stpomkreise sei V die 

Spannung zur Zeit t, Femei- sei C der Strom, R der Widerstand 
und L die Selbstinduktion. Dann haben wir die wohlbekannte Be- 
ziehung : 

V=IiO^-L~, 
oder 

dt ^ L^ h 
Nun ist aber 



und folghch: 

(1) C-,r''{lfe''v.dt+A\, 

worin A eine Konstaate bedeutet 

Jetzt wollen wir verschiedene Einzelfälle unterscheiden: 
1) Es möge zur Zeit die Spannung plötslich von ihrem früheren 
Werte V^ zu einem anderen konstanten Werte V^ übergehen. Wir 
müssen also für (> in die Gleichung i^l) V = V^ einsetzen und er- 
halten dann: 
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Beispiele aus der Elektrizitätslehre. [III. 244 



Um die Konstante A zu bestimmen, benutzen wir die Beziehui^, 
dai^s bei ( = die Stromstärke C = -^ ist. Daraus ergiebt sich aber: 
■ ' =-p -|-^, aodafs A = —^—ä — ^ wird. Wir erhalten also: 

(2) c-5-ii--^,r"'. 

War z. B. J\ = 0, so ergiebt sich: 

(3) c_'^.(t-r"'). 

Diese Gleichung zeigt das Anwachsen des Stromes, wenn der 
vorher offene Stromkreis plötzlich geschlossen wird. 

Ist andrerseits V^ =■ 0, so lautet die Gleichung für die Strom- 
stärke: 

(4) 0-5«"''; 

sie zeigt uns das Verschwinden eines Stromes, wenn die elektro- 
motorische Kraft plötzlich zu wirken aufhört. 

Der Leser möge diese Werte von C als Punktionen der Zeit 
durch Kurven darstellen. Zu Grunde lege er dabei etwa folgende 
Daten: m Gleichung (3): F, = 100 Volt, E = 1 Ohm, L ■-= 0,01 Henry. 
Ebenso setze er in Gleichung (4): V^ = 100 Volt ein und vergleiche 
Artikel 169. 

2) Es möge zur Zeit ( = eine elektromotorische Kraft einsetzen, 
welche sich sinueartig ändert: 

Y= V^smgt. 
Dann wird: 



G=e 



1 <r f --1 1 

-_" / e^ ■ sin qt ■ (U + A\ , 



I /;. + ' I 

Setzen wir nun -,, g = taEg m, so geht die letzte Gleichung über in: 
(5) C _ ^, r " ' + -^^ „-, .in (g( - «,). 
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Bewegung im widerstehenden Medium, 



Die Grölse des konstanten Faktors A in dem mit waclisendem t 

verseilwindenden Ausdruck Äe '• bangt dabei Ton den Anfangsbe- 
dingungen ab. Ist z, B. C = für ( = 0, so wird : 

= J- "•. ™„., 

oder 

Miin gewinnt somit für die Konstante A den Ansdmek: 
A^ 



Der Leser möge für verschiedene Beispiele die StromkuiTen 
zeichnen, indem er auch andere Anfan^bedingungen wählt. 

345. Beispiel. Ein Körper von der Masse M bewege sich 
mit einer Geschwindigkeit v in einer Flüssigkeit, welche seiner Be- 
wegung einen Widerstand von der GrÖfse fv entgegensetzt. Treibend 
wirke dagegen auf den Körper eine veränderliehe Kraft F, welche 
eine gegebene Funktion der Zeit sei. Die Bewegungsgleiebung lautet 
dann: 

Man beachte, dafs dieser Fall genau dem elektrischen Vorgange 
entspricht, wenn M für L, f für R, F für die Spannung V und v 
für G gesetzt wird; wir erhalten demgemäfs auch genau dieselben 
Lösungen wie vorbin, wenn wir einmal F konstant setzen, oder wenn 
wir ein anderes Mal annehmen, daXs F von einem konstanten Werte 
Fl plötzlich auf einen anderen koi^tanten Wert F^ überspringt, oder 
endlich, falls wir voraussetzen, dafs F einem Gesetze von der Form 
i^o sin 2 ( folge. 

Von dieser Analogie kann man bei dem Studium der elektrischen 
Vorgänge häufig nützliche Anwendung machen. Sehr leicht liefse 
sich z. B. ein mechanisches Modell konstruieren, welches veranschau- 
lieht, wie elektrische Ströme beim plötzlichen Einsetzen oder Auf- 
hören der Spannung entstehen oder verschwinden. 

Die Lösung der linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten ist für die Berechnungen des praktischen Ingenieurs 
von so grofser Bedeutung, dafs wir diesen Gegenstand in Kapitel II 
aufnahmen und viele Beispiele dafür gaben. Wir empfehlen dem 
Studierenden, jetzt den Artikel 151 nochmals zu lesen. 
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i Schmiermittels zwisclien Z 



a. und Lager. [HI. 346 



246. Beispiel. x ^ = «j/ + a- + 1 



dy _ a 



y = i+ : 



/ ■ dx = X ^= — a log ^'. 
BeiTicksiclitigt man, dafs 

ist, so findet man als Lösung y der voi-gelegten Differentialgleichung: 
?/ = 1 :^ « - |- + ^^' 



wobei < 



wiHkärlictie .Konstante ist. 



247. ZwiBcten den Oberfläolien EF und AB eines Zapfens imi aeinea 
Lugers befinde sich beständig eine schlüpfrige Plüssigkeit. 0C = \ sei die 
geringste Entfetntmg üwiscben beiden Oberflächen. Im 
Abstände a;, gemessen längs des B^ens OA, sei h 
die Dicke der Plüssigkeitsschicht. Hier nehmen wir 
ireendwo auf der Hoi-malen, welche die Dicke der 
rfilssigkeit miTat, einen PnoM in der Plössigkeit an, 
in einem Abstände y vom Zapfen: an dieser Stelle sei 
V, die Geschwindigkeit der Flüssigkeit. Bezeichnet nun 
noch p den Druck in der Flüssigkeit an der fraglichen 
Stelle, so ^ilt folgende Gleichung, die wir hier nicht 
■weiter ableiten können: 




(1) 






1 dp 



lineare Geachwindig 



Darin bezeichnet der Koeffiaient ft die Viskosität 
Schmiermittels. Weiter wollen wir mit m„ die 
Zapfens bezeichnen. Alsdann folgt aus (1), 



r hier leider nicht ausführlich nachweisen können, die Gleichung 
cPp 3 dh dp . 6(iM( dh 
'da? ■*■ T ' ~dx: 'd^ "^ ~W dx 

y min ™ mit <B. sn erkalten wii 
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in, 247J Veriialten eines SehmiermittelB awischen Z 



Hier haben wir wieder eine lineare Differentialgleichung von der Gestalt (1) 
Artikel 243, da ja h als Fuaktioii von x- gegeben ist. 
Wir setzen ; 

P^l-f- ^d X^ fP-dx. 
h dx J 



Dam 


1 wird 




X- 


^-fi 


dh , 

dx 


= 3-lo 


also 










e^=A^ 






Wir erhalte 


n d^aufhin 


gemäTf 


i Artikel 


243: 






* = 


= h-' 


■!/- 


»•°f? 


^£- 




- 


^ = 




= h-^ 


(G(iMoA 


+ C)- 



Zur weiteren Entwicklung müssen wir die Beaiehnng zwischen li und i 
[len. Wir kommen nun der Wirklichkeit ziemlich nahe, wenn wir setzen 
: 7ij -|- ax^*); nehmen wir dies als richtig an, so erhalten wir: 



«^../x 1 


otag^|/|!-) 




-c 


|p+äi;(f+ 


1 


„„.„«.-)/»)), 




'-<■"-«-& 


-d+Ä" 


= tag. 


'V|)(^+0- 




Zahlenbeispiel. 


Es sei OB ^ 


= 3,60 , 


im, 0^ -- 11,09 cm, ji = 


2,10, 


= 0C== 0,001135 on 


1, a = 0,0000082 


. «. . 


:. 80 -— ■ Nach diesen Daten he- 


thne man zunächst 
■uiA i = setzt 

"^nn l-estunme ma 
igp ihn als Funktion, 


r und r indem man 

n den Druck p für die 
von t, auf Millimeterp 


fir die Punkte B und A 

verscJiiedenen Werte >on 
ipier aut Die Kelung jrD 


den 

und 
|ün 



i lache beti I^t (i -=— bei / ^ für die gesamte Keibnng F e'ig el t sich ils 

"-^'-/■"!-' + ''../"t 

a VIS hen den Gienaen 1 und B Die gesamte Belastung des Lagers beträgt 
I P Ihkg aw sehen den Giengen 4 und JS vorausgesetzt dafs AB nur ein 
kleiner Teil lea Zaptenumfangea ist und kann m nedem Falle leicht ermittelt 
werden 

Dei Zapfen ist bei allen lietsen Betrachtungen als unendlich lang in der 
Eiehtung eikiecht zum Papier angenommen während die Kräfte immer auf 
1 cm Zapfenlänge bezoger sind 

Wdl der Leser sich einige Zeit mit diesen C egenatJlnden beschäftigen, so 
mag er die beaiighche Abhandling von Prof Reynolds m Bd 177 der 
P&ttosojjÄJCai Tiansctctiom studieren. 

sehr wesentliche Kvii-zutig 
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376 Lösnng einer Differentialgleichung Tei-mittelat des SjmbolB e. [III. 348 

348. Beispiel. Man lose die Differentialgleiobung: 

Wir sekreiben diese Gleichung symboliseh in der Gestalt: 
und folgern somit für y die symliolisclie Darstellung: 
Nim ist aber: 

Nehmen wir an, dals wir aach noch den Faktor j, der hier 
rechts auftritt, gegen den Faktor 2 bei 2e°^ fortheben dürfen, so 
würde sich die gesuchte Funktion y symbolisch so dai^tellen: 
y = {e-~ 3)- V" ~{e- 1)- V". 

Auf Grund von (7) Art. 243 finden wir daraufhin: 

oder 

34-9. Es sei eine Differentialgleichung von der Gestalt: 

2 + J'j-ej" 

vorgelegt, wo P und Q, wie oben, Funktionen von x allein sind. 

Man bringe den Faktor y'" als Divisor auf die linke Seite der 
Gleichung und substituiere s — y'-~"; die Gleichung wird dann linear. 

Beispiel. (1 ~ x^) -~ ~~ xy = axy^. 

Vermöge der Substitution ^ = J/~^ findet man: 

dx "•" i — x^ ~ ~ F— a:' ' 
J Y^z^i ■ i log (1 - ^), 

2 = (1 - x'f [f(l - x^'"^ {- ax) dx+c]. 
Antwort: 
!,^' - (1 -«»)■[- o (1 - a;'r = + C] - - « + C yi - ,?. 
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in. 249] Beiepiele toh Differentialgleichnngeii höherer Grade. 377 

Übungsaufgabe. 

X -/ + 11 == y^ log X. 

Antwort: — = 1 + Cx + log x. 
250. 1. Gegeben sei die Differentialgleicbung : 

O -«'»'=»■ 

Hier handelt es sich um eine DiffeTentialgloiebnng erster Ord- 
UQUg und zweiten Grades, die jedoch in ein Paar von Differential- 
gleichungen ersten Grades zerfällt. 

Für -^ ergeben sieh in der That zwei Werte; der erste führt 

a\if die Gleichung: ^- = ay, deren Lösung log y ~ ax ~ A^^O ist, 
der zweite ergiebt -^ = — ay mit der Lösung: log y + ax — A.;^ = 0. 

2. Gegeben sei die Differentialgleichung: 

Diese Gleichung ist von der ersten Ordnung und vom dritten 
Grade. Man hat: 

2 = (a; - 1)^ und also y = { {x — If + C. 

3. Gegeben sei die Differentialgleichung:) 
^-1- 12 = 0, 






wobei es sich wieder um eine Gleichung erster Ordnung und zweiten 
Grades handelt. Man findet: 

d!"'')(S-=>) = » 

und aho die beiden Lösungen: 

;y ~ 4ic + q = 0, i/ — 3a: + r^ = 0. 

251. Die sogenannte Clairant'sche Differentialgleichung: 

(1) y = xp-\- fXp), 

in welcher f(p) irgend eine Funktion von P = , darstellen soll, ist 
von der ersten Ordnung, 
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Claiiant'sche Differentialgleiohiiiig. 



Durch Differentiation der Gleiclmiig (1) nacli x folgt: 

<-) V' + -Ip-) ix - "' 



© £ = » 



sodafs entiveder: 

(3) 

gilt oder: 

w - + '£"'-»■ 

Im ersten Falle ergiebt sich p = c, wobei c konstant ist; durch 
Einsetzung dieses Wertes in (1) gewinnt man dann: 
(5) ,j-cx+f(c) 

als die allffemeiite Lösung. 

Eliminieren wir p jetzt zwischen den Gleichungen (1) und (4), 
so gewinnen wir eiue neue Lösung, welche keine willkürliche Kon- 
stante enthält. Wir gelangen so zu der sogenannten sing-ulären 
Lösung der Differentialgleichung, in deren Theorie wir leider nicht 
tiefer einführen können. Die der singulären Lösung zugehörige 
Kurve stellt die Enveloppe oder einhüllmde Kurve der durch (Ö) ge- 
lieferten Geradensehar dar (cf. Art. 225). 

Beispiel einer Clairaut'schen Differentialgleichung. 

!) = ^P + J- 
Die allgemeine Losung (5) ist hier: 

y ^ c.r + '" , 

eine Sehar Ton geraden Linien rait dem „Parameter" c darstellend, 
Gleichung (4) ergiebt : 

X ^^ ^ t~] oder x = . und also p = [/ 
Setzt man diesen Wert p in die gegebene Gleichung ein, so folgt: 
j/ = 2"|/)»ie oder y- = Amx. 
Hierdurch ist eine Parabel dargestellt, welche wir schon in Art. 225 
als Enveloppe einer Geradenschar kennen lernten. 

Diese Kurve liefert deshalb eine Lösung der Differentialgleichung, 
weil im einzelnen Punkte x, y der zur Parabel gehörende Wert 
derselbe ist, wie bei der durch diesen Pimkt x, y laufenden Geraden 
der Schar. 
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HI. 262] Einfache Differentjalgleichuiigen höherer Ordnung. 379 

253. Rpi einer Differentialgleichung von der Gestalt: 

?.=«=«) 

kann man die Lösving ij Aarch n auf einander folgeude Iiitcgi'ationeii 
finden. Beispiele hierzu haben wir schon mehrfach betrachtet. 

253- Die Gleichungen Ton der Gestalt ,-\ =- f{y) werden so 
behandelt, diifs man zunächst mit 2 ^"■■dx = 2dy multipliziert: 

worauf man durch Integration findet: 

Zieht mau jetzt die Quadratwurzel, so entspringt eine Differential- 
gleichung erster Ordnung, welche durch Trennung der Variabein 
lösbar ist. 

Es aei speziell: 



Verfahren wir nach der gegebenen Vorschrift, so folgt: 
(2)'-2/.'!/<!!(+0-o¥+C, 



"".yr^vTc, 



V«' <f + c 

Durch Integration folgt: 



(11 


X-- 


i log («s + !/«¥ + O + C- 


WiT setzen 


diese 


Gleichung noch in die Gestalt; 


und folgern; 






oder: 






(3) 




y ^ Äe^ + Be-'"'. 
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380 Beispiele von DifFerentialgleichnngen 2. und S. Ordming. [UI. 253 

Trotz der scheintar verschiedenen Gestalt handelt es sich hier 
doch um dieselbe Lösung y wie in (1). Zur Lösung (2) werden wir 
direkt geführt, wenn wir auf die vorgelegte Gleichung die in Art. 159 
für die linearen Differentialgleichungen entwickelte Vorschi-ift an- 
wenden. 

354. Man löse die Gleichung dritter Ordnung ersten Grades: 
^ = a— ■ 

Man setze -j-^ = 3, sodafs y = «2 folgt. Hieraus ergieht sich: 
q — Je"'' und also = e"" + C, 

y = ^^. e" +Cx+C' 

oder 

y - Äe"'^ +Gx+ C, 

wo Ä, C, C wÜlkÜrliehe Konstanten sind. 

Auch diese Differentialgleichung kann man übrigens uacb der 
in Art. 159 für die linearen Differentialgleichungen gegebenen Eegel 



355. 


Man löse: 






»£-[> + ©■!• 


Schreiben 


™' ■&■ 


= p, so heifst die Gleichung: 




"t 


= (!+«♦ „der ^^^. 


sodafs wir 


finden: 


i _ log (p + y,,' + 1) + c 


oder 




Ce" -})-!/?"+ 1. 


Quadrieren 


wir rechts und liuka, so folgt: 






,=ic;^ir^=a. 


Jetzt folgt 


dirrch e. 


i-neute Integration: 



y = ^Ce- +-^e " + c, 
wo C und c willkürlicije Konstanten sind. 
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III, 256] Vermischte Aufgaben über Differentialgleichungen. 381 

256. Allgemeine Übungsaufgaben Über Differential- 
gleichungen. 

(1) (a^ + y^) dx + Ya^'—'x^ dy = 0. 

Antwort: arosin ( -) + arctang (f-) = c. 



(2) z+,:^y-- 



x{l + x^) 



Antwort: 7 ~ ,- 






(3) ^-^ + yaohx^ — g— ■ 

Antwort: y = sin a; — 1 + Ce-™^. 

Antwort: (2y — x^ — c) [log {« + y — 1) + « — e] = 0. 

(5) jl + 2x,-ilax'f>. 
Antwort: 1/ - [Oe-"" + ^u (2x' + 1)]"* 

(6) l.fW+L-J». 

Antwort: j/^ = 2cx + c^. 

(7) «g + j-y'Iog»:. 
Antwort: y = (ca; + log x -\- 1)~^. 

(8) »=^4l+y'{it)'- 

Antwort: y^ = 2cx + c^. 

(9) Man lose: 

(^l + y^)dx^2-l-dy = 

erstlich nach Vorschrift Ton Art. 241, zweitens nach der für die ho- 
mogenen Gleichungen in Art. 239 entwickelten Regel. 

Antwort: a:^ — j/^ = ex. 

(10) Man löse: 

nadi der Methode von Art. 241. 
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382 



Termischte Aufgaben über Differentiafgleiehungen. [III. 2ö6 



Antwort: x^ — ff = cy^. 

(11) Ä-x?t(- + i)'- 

Antwort: »/ = (a: + 1)^ [^{x + 1)^ + C\ 

(12) ■ {x^yf^£^a\ 

Antwort: ?/ — a arc tang " ■ = e, 

(13) »y(l + «s")g-l. 
Antwort; -7 = 2 — y^ + ce ' . 

Antwort: {y ~ a log x — c){y ^ a log y; — '/) = 0. 

(1») d + ^d + ^d + ^äl + y-"- 

Autwort: !/ = (%+ %a: + a^X^ + «s^^) ß~''- 

(16) - •'^-2fl!- + f<„^^. 

Antwort: a; = (% + «gi) e^' + / /-„t^s ' 

Antwort: j/ = (3: + 1)" (e^ + c). 

(18) ;'*-sin(,f-»). 
Antwort: cotg \.-~ —ä) ^ ^P -\- <:■ 

(19) (1 — x^) -^ — xy = axy^. 
Antwort: — =- c"|/l — :(;- — a. 

(20) g_2 2 + 42/ = .^cosx 
Antwort; 

!/ - C^e-" + if [(C, - 1) i!<» a; + (C, + If) sin rc] . 
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HI. 2B6] Einführung netter Variatielen in DifferentialaTisdiTicke. 383 

(21) Man fübre in die Düferentialgleiehviiig: 

^ ' das' dx 

an Stelle von x eine neue unabliängige Variabele t durch a: == sin f 
ein und löse die Grleichung. 

(22) DesgleieheE substituiere man in: 

t an Stelle von x auf Grund der Beziehung x = a tang t und löse 
die Gleichung. 

257. Man beweise: 

W~ ~ ds'' \dsj ' 

dW Lds rf?" ~ IdFJ J ■ \ds) 

dy 
"dt ' dt 
Darstellung des zweiten Differentialquotienten schliefet: 





d'^y hlx ä^y d^x dy\ /äxX^ 
dx^ {dt dt' dt' dt) ■ \dt) ' 


und berechne ei 


nen entsprechenden Ausdruck für | 


4, Ist X = . 


e', so beweise man: 


desgleichen 
und 


dy dy dy dx 
Ji^^dx^^li' It' 

^d'y d'y dy /d ^\ dy 
dx' dt' dt \dt ^} dt' 

-'S=(s-ä)(Ä-i)Ä- 



Natürlich sind hier rechter Hand die Produkte so zu verstehen, daCs 

-r; ■ -,z die Operation ^tt bedeutet und j-r ■ -.-i ■ -r; für ,,^ steht. 
dt dt ^ dt^ . dt dt dt di' 

5. Man setze in der Differentialgleichung: 

an Stelle von x die unabhängige Variabele t vermöge der Beziehung 
X = ß' ein und löse die Differentialgleichung. 
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Elliptische Integrale imil Funktionen. 



258. Wenn -wir die Länge dea BUipsenbogens nact der Methode des 
Ai't. 47 zu beatimmen suclien, so werden wir zu einem sogenannten elliptisctien 
Integral aweiter Gattung gefflhrt, -welolies man mit EfkyHd) beaeichnet. Man 
tann den Wert deaselben vermöge einer unendlichen Beihe angenähert be- 
reebnen. Es äind aber anob Tafeln für die Werte E(k, x) berechnet, wclcJxe 
den beiden Gröisen k und jr entsprechend zwei Eingänge baben. 

Betracbten wir ein Pendel mit niebt zu kleinem Ausscblagswiakel und ver- 
aucben wir die Scbwingungsdauer als Funktion des AnaeoblagswinkelB zu be- 
stimmen, so müssen wir zu dem eUiptiscken Integral erster Gattung unsere 
Zuiuobt nebmen, welebes man mit F{k, cc) bezeicbnet. 

Man kann zeigen, daTs dag Integral eines algebraischen Ausdrucks, welcher 
in X und der Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion dritten oder vieiten 
Orades von x rational aufgebaut ist , auf eine Summe von Integralen der 
folgenden drei Gattungen reduziert werden kann: 






'^^yi--rsi 



=/l/tS- 



-^ 



oder 

; de 

^ ■ ' ' ,/(i + «siT eii-Ä ,in e 

Die Gröfae i, welche min als poflltl^ und kkincr als 1 voraussetzen diif 
wird als „ModuV-^ bezeichnet die Zahl n beiTat des Paramete} dea Integrala 
dritter Gattung. 

Der Übergang von det Gestalt dei Integral« m i zu der in wird durch 
die Substitution a^ ^ sm 9 vermittelt Sind die Grenzen der Integiale I und E 

X = Q und X = 1, resp = und = -^ so spiicbt man von i'lhtanAigen 

Integralen; dieselben weiden kurz durch K und E bezeiL-bnet 9 heifst die 



Aladann beaeichiieii ^ 



u = F{li, X) = FQc, sin 6), 
r genauer als „die Amplitude v 



' und schreiben : 



Daraufbia wird x gleich dem Sinus der Amplitude von it, ]/l — x' gleich dem 
Cosinus der Amplitude von ■» und "j/l . — le'x'' gleich dem Delta der Amplitude 
von %t. Als symbolische Bezeichnungen dieser Funktionen benutzt man: 



yi---^==. 



yGoosle 



258] Differentiation dei' Funktionen mehrerer Variabelen. 

Tlifii' gelten dann die Regeln; 



ml dhnli he naistellvingen gelten tur cq(«4:I) tmd dn(Mi<t). 
Hierns cntq ringen dann weitei Daisteliungen von 

dtsgleiLhei von Bn2u :,b2m und dn 2m 

Man gelangt so zu einpm ganzen Svatem lOn Eelationen für die elliptischen 
Funktionen analog den Beziehungen zwischen den tngonomefcriBohen Punktionen. 

Auch kennt man wie schon oben betreffs E(k,x) bemerkt wurde, für 
jene Funktionen Eeikenentwiekliuigen welciie Tafeln fär die Funktionswei-te 
ZR berechnen gestatten Legendre veröffentlichte Tafeln für die Integrale der 
beiden ersten Gattungen mit deren Hilfe man die Werte der versohiedeneii 
elbptiachen Funktionen beBtimmen kann Würden wir vollstäjidige und leicht 
augängliohe Tatein besitzen bo würden die elliptischen Funktionen für die 
Praxis Tielleicht eine ganz ähnliche Bedeutung gewinnen, wie die trigonometrischen, 

269. Wir kehren jetzt zur Diffpffnüation der Fanktionen vou 
7wei oder inehrMen unabhiingige]! Vaiiabeleii zurück. 

1. Setzen wir w = «^ + j/^ + sy, so gilt: 

P = 3y= + «, ^ = 2z + y. 
dy ■/ < ! g^ < j 

Nimmt man nunmehr ^ und y als Funktionen von x an, indem man 
setzt e =^ sin a;, w = e", so gilt -^ = e', -3— = cos x, und es ist: 

du du dy du dz 
dx dy dx dz dx' 

Transformiert man die rechte Seite auf x, so erhält man den- 
selben Ausdruck, den man direkt gewinnt, wenn man u = 2^ + y'' -\-0y 
in X ausdrückt und dann nach x differenziert. 

2. Au8,M= l/ "äiLTTi hereehne man -1— unter der Voraussetzung, 
dafs V und w Punktionen von x sind. 

dy 



. Man berechne -^ aus sin (xy) = ) 
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386 Lösung einet partiellen Diffei'entialgleicliuug 2. Ordming. [JH. 2ö9 

4. Es sei M = arc9m ■ , wo ^ und y Punktionen von x sind; 
man bestimme j— ■ 

5. Man zeige für u — ai'c tai^ ' die Richtigkeit der Formel : 

du = ^-, s ■ 

260. tjbuugsaufgabe. Man Tersuehe die Differentialgleichung: 

dy 1 Sil 

^^> dx" k dt 

diirch eine Funktion v von der Grestalt e"" 8ia{qt + 'yx) zu befriedigen 
und bestimme, wenn dies geUngt, a und y dementsprechend. Ina- 
besondere stelle man diejenige partikuläre Lösung her, welche ^ = 
für a: = oo und v = a sia qt für x = liefert. 
Durch Differentiation findet man: 

^ = «e"* sin (qt + yx) + e'^'y cos {qt + yx), 

3— ä = c^e"^ sin (g# + ^^a;) + aye""^ cos ($i + yx) 
+ Kye"^ cos (g( + y^) — e"'^;-^ sin {qt + ji^:), 
II = 36"^ cos {qt+ yx). 

Um also die Gleichung (1) für alle Werte von t und a; zu befriedigen, 
hat man zu setzen: 

a^ — y^ = oder « = ± 3", 
sowie 

2», = .|-. 

Nehmen wir -^ > iin, so folgt a = -\- y und damit: 

Wir gewinnen, dem doppelten Zeichen in der letzten Gleichung 
entsprechend, zwei Ausdrücke, welche wir mit Hilfe zweier kon- 
stanter Koeffiiienten A und S zur allgemeinen Lösung folgender- 
mafsen vereinigen: 

V = Ae"^ sin (qt + «a:) + Be'"^ sin {(jt — «a;). 

Setzen wir noch q^2%n, so ist '' = 1/""^= ['"T"' ^'''^^ 
nun « = für a; = oo zutreffen, so mufs j1 = genommen werden; 
soll ferner v = a sin qi für a: = bestehen, so mul's ß = a sein. 
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III. 360] 



5 Punktes in der Ebene. 



Die Antwort auf die gestellte Frage ist somit in der Gleichung 
enthalten : 

(3) n^ae *■ sin ( 2jtni-— «|/- ,.-) ■ 



261. Man nehme aji, dafs sieh ein materiellei' Punkt F in der 
ebfiiien Kurve SFQ (Figur 104) bewegt. Die Koordinaten des 
Punktes zur Zeit t seien AP ^ x und 
BP = y. Die den Äxen parallelen 
Komponenten der Geschwindigkeit sind 
■^, -^; enteprechend sind die Kompo- 
nenten der Beschleunigung ,'ä, -jTi- Die 
Polarkoordinaten von P sind OP^r 
und -^BOP = S-, wobei ,« = r eos #, yig. loi, 

1/ = r sin &■ gilt. 

Die Komponente der Beschleunigung oder der Geschwindigkeit 
in beliebig vorgeschriebener Richtung wird nach denselben Regeln 
berechnet, wie bei den Kräften. So ist z. B. die Geschwindigkeits- 
komponente in der Richtung OP: 




(i) ^cos^ + ^sin^ 




und in der zu OP senkrechten Richtung PT: 




« -5-»+t-*- 




Fafsfc man x und y als Funktionen von r i 


id # auf, so g 


^ == cos fr, '^ = — »" sin &, -^_ = sin &, 


t^ = j- cos » 


Man findet daraus weiter: 




p) S-^-*—"»S. 




w S=S»°»+"-*"- 




Durch Auflösung dieser Gleichungen nach -^^ u 


nd .§ folgt: 


(°) f=£«<»»+lf»°*. 




m '■"=-S™*+S- 


*, 
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Komponenten der Oeschwiiidigkeit und Beschletinigung. [III. 261 



Der Vergleich mit (1) nnd (2) zeigt, dafs -jr die i 
keitskomponente in der Richtung OP und r-^- diejenige in der 
Richtung FT darstellt. Vielen Lesern wird dies auch unmittelbar 
einleuchten. 

Verfahren wir jetzt mit den Komponenten der Beschleunigung 
gerade so, wie soeben mit den Komponenten der Geschwindigkeit, 
so gewinnen wir als Komponente der Beschleunigung in der Rich- 
tung OP: 

(7) j^oos» + ^Bm», 

sowie als Komponente in der Richtung PT: 

(8) ^S.„» + gco.*. 

Andrerseits folgt durch nochmalige Differentiation der Glei- 
chungen (3) und (4) nach t: 

,„, d^a; ■ rd'r /d9\^ „ /„ dr dfl- , d'^\ . „ 

(9) S?-[*'-'-U)J'""*-(^*«+'-.iF)"'»*' 
/,i^x d^y rd'r /d9\^l . . , f^ dr d» , <i'#\ .. 

Es folgt für die Komponente der Beschleunigung iu der Richtung 
OP (was man direkt nicht so unmittelbar einzusehen Termag); 

(11) £-■©' 

desgleichen für diejeuigc in der Richtung PT: 

t-^^J ^dtdt^^ dt' r dtV dt) 

Der abgekürzt durch h zu bezeichnende Ausdruck r^ -^- bedeutet 
offenbar den doppelten Inhalt derjenigen Fläche, die während einer 
Sekunde vom Radius vector überstrichen wird. Der Ausdruck (12) 

ist gleich - -jr- 

362. Es handele sich jetzt um eine Zentralkraft , und zwar um 
eine Anziehung in der Richtung PO (cf. Fig. 104). Die Kraft sei 
eine Funktion des Äbstandes r vom anziehenden Zentrum; sie sei 
gegeben durch mf(r), unter m die Masse des angezogenen Punktes 
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in. 262] Bewegung unter Wirknng einer Zentralkraft. 389 

verstanden. Unter diesen Umständen yerschwindet die in (12) dar- 
gestellte Komponente, sodafs wir gewinnen: 

h = r^ -TT = Const. 
dt 

Im Falle einer Zentralkraft wird hier nach der Radius vector in 

L Zeiten gleiche Flächen überstreichen. 

Indem wir f(r') gleich der Beschleunigung in der Richtung PO 

setzen, folgt: 

Andrerseits ist r^ -.- = h konstant. Sehen wir somit r als 
Funktion Ton ^ an, so folgt: 

dr dr d& dr h 

dt d^ dt d& T^ ^ 

d^r _^rd'r h „ Ä /dr \^~[ ^ 

di^ ~ IdW* [r^ ~ V'\d»J J V= " 

Man kann daraufhin die Funktion f(r), anstatt sie in der Gestalt 

(13) darzustellen, durch r und die Quotienten -j;, ^ mit Hilfe der 
Eonatanten h ausdrücken. 

Schreiben wir = ?(, so geht Gleichung (13) in die Form übei': 

(14) fir)=h'u'{§^,+ u). 

Setzt man im speziellen f(r) -^ ar~" = au"^ d. b. ist die Kraft 
umgekehrt proportional der n*™ Potenz der Entfernung, so ergiebt (14): 

Multipliziert man hier mit 2du — 2-j^d& und integriert, so 
folgt: 

(1"*) (ii) +•'-,.-!•' +'■ 

Wählen wir als Beispiel den Spezialfall, dafs die Kraft Tllilgekclll't 
proportional dem Quadrat der Entfet-nimg ist: 

f(r) = ar~ ^ = au^, 
so liefert Gleichung (14): 

»»-'•»(«> + »)' 

kl» + « - F. - '. 
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Spezialfälle der mit J* und j* proportionalen Kräfte. [III. 362 



unter h einen konstanten Wert Terstanden. Setzen wir noch ?(■ = zi- — h, 
so wird: 

eine Grleichung, deren allgemeine Lösung wir mit Hilfe von zwei 
unbestimmten Konstanten A, S in die Gestalt setzen; 
w) = J. cos («■ + B). 

Wir schreiben daraufliin, indem wir für Ä und B zwei neue 
Konstanten e und a einfuhren: 

(16) « - 7 - »'. [I + « »™ (» - «)]■ 

Dies ist hekaniithch die Polar gleichung eines Kegelschnittes, be- 
zogen auf den einen Brennpunkt als Pol. Die Gestalt dieses Kegel- 
schnittes wird wesentlich durch die Konstanten e und cc und damit 
durch die Anfangsbedingungen bestimmt sein. 

Die Gleichung (14) setzt uns in den Stand, bei gegebener Bahn 
des materiellen Punktes das Gesetz der Zentralkraft anzugeben, 
■welche diese Bahn erzeugt. Beschreibt der materielle Punkt bei 
Wirkung einer von einem Zentrum ausgehenden Kraft eine Ellipse 
um dieses Zentrum als Mittelpunkt, so findet man, dafs die Kraft 
direkt proportional der Entfernung ist. Allerdings ist es leichter, 
bei gegebenem Kraftgesetae die Bahn zu bestimmen. Ist die Kraft 
proportional dem Abstände selbst, so ist die Komponente in Rich- 
tung der Abscissenaxe direkt mit «, die in Richtung der Ordinaten- 
axe direkt mit y proportional; und zwar ti'itt beide Male derselbe 
Proportionalitätsfaktor auf. Hieraus ergiebt sich, dafs die Projektionen 
des Punktes auf die Äsen je einfache harmonische Bewegungen 
gleicher Periode ausführen; daraus aber folgt für den materiellen 
Punkt selbst eine elliptische Bahn. 

Ist die Anziehungskraft umgekehrt proportional dem Knbns der 
Enffernnng: 

f(r) = ar'" = tm^, 
so liefert Gleichung (14): 

Hier kommen wir merkwürdiger Weise je nach den Anfangs- 
bedingungen zu zwei ganz verschiedenen Gesetzen für ii. Mau hat, 
je nachdem a'>h^ oder a<Ch^ zutrifft, die erste oder zweite der 
beiden folgenden Darstellungen für ii: 
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1. u^Ae"^ + Be-"", u^ = ^, - 1, 

2. u = A Eia (i& ^- B ms ß%, j^^ = l-|, . 

363. Ist y eine Funktion von x, und setzt man x = r coa 9, 
j/ = r sin S-j so kann man r als Funktion von %■ ansehen. Ist andrer- 
seits *( eine Funktion der als unabhängig von einander geltenden 
X, y, so ist M auch eine Funktion der beiden unabhängigen Varia- 
belen r und &. 

Durch die Sehreibweise 5— imd x- etc. soll bekannthch aa- 
gedeutet werden (cf. Art. 37, Seite 65), dafs im ersten Falle bei kon- 
stantem y in Bezug auf x allein zu differenzieren iat, im zweiten Falle 
bei konstantem x allein in Bezug auf y. 

Um die Differentialquotienten 
auszudrücken benutzen wir die" Beziehungen: 



811 8x , du dy 
dy dr' 



(1) ¥;■-££ + 

(2) 

Nun gilt aber: 



Sieht man g— und s— in den Gleichungen (1) und (2) als un- 
bekannt an imd löst nach jenen Unbekannten auf, so folgt: 

(4) 1^ = sin * 1^ -I- - cos * l-l- 

^ ■' cy dr r €&■ 

Übt man die soeben auf u angewandte Operations weise auf den 
in (3) gegebenen Ausdruck ^ oder den Ausdruck (4) für 5— aus, 
so gelangt man auf diesem Wege zur Darstellung von ,— , und -= , 
in Polarkoordinaten. Bei diesen Rechnungen irrt man sich sehr 
leicht und mufs sich bei jedem einzelnen Schritte sehr sorgfältig die 
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Folarkoordinaten im Eanme. 



gerade zu vollziehende Differentiation überlegen. Man. zeige die 
Richtigkeit der Grleiehung: 



(5) 



£_!r_i_^_Ji ^Ir _L, _L ^ _j_ _L ? 



264. Bei manchen TJntei^uchungen braucht man an Stelle der 
X, y, s Polarkoordinaten r, %■, f für die Punkte des Raumes. Wir 
denken uns den Punkt der Figur 105 als Mittelpunkt der Erde, 
OZ aber als Axe derselben. 
Die Ase OX laufe senkrecht 
zu QZ va. der Art, dafs die 
Ebene ZOX den Meridian 
von Greeawich liefert. End- 
lich werde OT senkrecht auf 
der Ebene ZOJL errichtet. 

Die Lage des einzelnen 
Punktes P ist definiert durch 
seinen Abstand x von der 
Ebene ZOT, den Abstand y 
von der Ebene ZOX und 
endlich den Abstand z von 
der Äquatorebene XOY. Mit 
" "" "■ ■ r bezeichnen vrir den Ab- 

i Punktes F vom Zentrum 0. Es sei ferner (p die nach 
Ite geographische Länge, d. h. der Neigui^swinkel der 
Ebenen POZ und XOZ; man kann auch, falls Q der Pnfspunkt 
des Lotes von P auf die Äquatorebene ist, den Winkel ip durch 
^ = ^ g X erklären. Endlich soll * = -^ POZ die Poldistanz und 
also das Komplement der geographischen Breite sein. 

Jeder, der sich ein wenig mit Raumgeometrie beschäftigt hat, 
wird nun leicht die in Figur 105 gezeichneten Linien und die an 
dieselben anknüpfenden Betrachtungen verstehen, QR soll ein Lot 
auf OX sein, worarus OP = x, QR = y folgt; auch -^PQO ist 
ein rechter Winkel, woraus man findet: 




stand OP 
Westen 



f cos q>, 



?/ = »■ 



Q (p, 



Ist u eine Funktion von x, y, s, so kann man dieselbe, indem 
mau die vorstehenden drei Ausdrücke für x, y, s einträgt, als Funktion 
der Polarkoordinaten r, &, tp darstellen. Es ist eine sehr nützliche 
Übung, die folgenden Relationen zu zeigen: 
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m. 264] Transformation des Ausdrucks z/m anf Polarkoordinatea. 



„ = sin ^ eos <p „ : + - 
du ■ „ ■ du , . 



Em weniger gewandter Leser hat kaum die AuBdauer, Tielleieht 
reclmet er ancli nicht ausreichend sorgfältig, um die nachfolgende 
Relation zu beweisen: 



Diese Relation hat eine sehr grorse praktische Bedeutung. 

265. Als Grundlage für zahlreiche Anwendungen ist das rich- 
tige Verständnis der Gleichung: 

dH, d'u , S!« ^ l_ du 
'> •' 3«=^ dy'^ 'da'- k dt 

erforderlich, wobei t die Zeit bedeuten soll. So z. B. ist die Glei- 
chung (1) bei den Problemen der Wärmeleitung zu lösen, wo u die 
Temperatur darstellt. Andrerseits wird im Falle .- =0, d. h. für 
ein von t unabhängiges m, die Gleichung (1) durch das elektrische 
oder magnetische Potential u befriedigt, sowie auch durch das in 
der Hydrodynamik auftretende Geschwindigkeitspotenfcial u. 

In symbohscher Gestalt schreibt man die Gleichung (1) ge- 
wöhnlich : 

P) A. = >-!«, 

sodafs Am die in (1) links stehende Summe bezeichnet. 

Die Gleichui^ (A) lehrt xms, welche Gestalt der Ausdruck Ait 
in Polarkoordinaten r, &, ip annimmt. 

Ist die 3-Axe eine Symmetriease für die Funktion u, d. h. ist 
11 von tp unabhängig, so entspringt für Am die Gestalt: 

.„- . o'u . 1 3'u , 2 8u cotg& du 

(3) Am =^ + ,,, ■g^. + y^. + -,;=-■■ g^' 

266. Der Leser wolle jeden einzelnen Schritt der folgenden 
längereu Entwicklung mit aller Sorgfalt durchdenken; je mehr Zeit 
er hierauf verwendet, um so besser. Die Entwiekhmg wird eine 
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394 Kugelfunktionen, [HI. 26ü 

Reihe wesentliolier Gesichtspunkte aus der Theorie der KEgftlftinfetioHeii 
geben, welche hei vielen Aufgaben der Wärmelehre, des Magne- 
tismus, der Elektrizität, der Hydrodynamik und der Gravitation sehr 
wei'tvoll sind. 

Ist u von qo unabhängig, so schreibt man die Gleichung (2) 
häufig in der Gestalt: 

■wo jetzt u nur noch eine Funktion von r, d- und der Zeit t ist. Der 
Leser wird die Richt^keit dieser Relation am leichtesten von der 
Gleichung (3) aus beweisen. 

Ist u auch noch von t unabhängig, so ist -x^ = 0, und es folgt: 

(2) ^|;j+2r| + cotg»|| + g'.-0. 

Man versuche diese Gleichung durch eine Punktion u = HP zu 
lösen, wo R allein von r abhängt und P allein von -&. Man wit-d 
finden, dafs alsdann die Gleichung gilt: 

^- ' R dr^' + M dr 

Die linke Seite dieser Gleichung enthält nur r und ist von ■& 
unabhängig, die rechte enthält nur •8' und ist von )■ frei. Die Folge 
ist, dafs die beiden Ausdrücke einer und derselben Konstanten gleich 
sein müssen. Nennen wir diese Eonstante C, so gelten die beiden 
Gleichungen : 

,,, d'M , 2 dB HC ^ 

(4) dr^ + J-dJ- r' ='^' 

Wir haben diesen Gleichungen nur die eine Beschränkung auf- 
zuerlegen, dafs die Konstante C in beiden den gleichen Wert haben 
mnis; das Produkt zweier Lösungen P und R liefert alsdann eine 
Funktion u, welche die Gleichung (2) befriedigt. Auch bei anderen 
linearen partiellen Differentialgleichungen gewinnt man auf diese Art 
Lösungen in Gestalt von Produkten. Zwar kann man keineswegs jede 
Lösung auf diesem Wege gewinnen; immerhin aber leisten die frag- 
lichen Lösungen für die Anwendungen gute Dienste. 

Wir haben in der gekennzeichneten Art die Losung der par- 
tiellen Differentialgleichung (2) auf die Auflösung der beiden gewöhn- 
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liehen Differentialgleichungen (4) nnd (5) reduziert. Für die Glei- 
chung (4) mögen wir eine erste Lösung Tersuehsweiee in der Ge- 
stalt r'" ansetzen. Eine in Art. 268 zu entwickelnde Methode wird 
uns dann die allgemeine Lösung der Gleichung (4) in der Gestalt: . 
(6) B = ^r"' +£)■-<'"+'' 

liefern, wo nunmehr m aus der Gleichung m {m + 1) = C zu be- 
stimmen iat und A und B willkürliche Konstanten bedeuten. Ersetzen 
wir daraufhin C in Gleichung (5) durch m(m -\- 1) und schreiben 
ferner zur Abkürzung eos& = ^, ao liefert Gleichung (5); 



Wir sind hiermit zu einer gewöhnlichen Unearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung geführt, welche als Legendre'sche Differentialgleichung 
bezeichnet wird. 

Es erscheint nmi zweckmäfeig, m einer Beschränkung zu unter- 
■werfen; und zwar soll m fortan eine positive ganze Zahl bedeuten. 
Wir yersuchen unter dieser Voraussetzung die Gleichung (7) durch 
eine Fnnlttiou P von folgender Gestalt zu befriedigen: 
P = Ao + Ä^ji + ^af*^ + J-sfi^ H . 

Sehreibt man eine solche Funkfcion P^(ii) = P^(cos^), so findet 
man in der That durch direkte Rechnui^, dafs für m = 0, 1, 2, 3, 4 
folgende Funktionen innere Gleichung (7) befriedigen: 

P«(cos#) = l, 

Pi(cos#) = fi, 

p3(cose-)-^|;i* — 1, 

Pä(coaS^) = f^^ — l/t, 

P4 (cos *) = s° (X* — g- ^^ -)- 3 . 
Es wird für den Leser eine sehr nützliche Übung sein, auch noch 
die weiter folgenden Funktionen etwa bis P^ auszurechnen. Meine 
Schüler haben Tafeln der Werte von P^, P,, • . -, P7 für aUe Grade 
von 'S- = 0" bis & = 180** berechnet. Man vergl. die „Froceedings of 
the FJvysical Society", London, vom 14. Nov. 1890, wo leichtfafsüche 
Vorschriften für den Gebrauch der Funktionen P bei Lösung praktischer 
Aufgaben entwickelt sind. 

Wir haben nunmehr gefunden, dafs: 

(8) (^)- + _-„"()l'..(o<>.») 
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eine Lösung der Gleichung (1) ist. Bei den Änwendimgeu hat man 
für gewöhnlich mit der Aufgabe zu thun, eine solche Lösung ii der 
Differentialgleichung (1) bez. (2) anzugeben, die gewissen Torgeachrie- 
benen Grenzbedingungen genügt. Bei zahlreichen Problemen hat msin 
Aggregate von Ausdrücken (8) mit Yerachiedenen Zahlen m znr Ge- 
winnung der Lösungen herzustellen. 

Die P,„ heifsen, insofern sie ganze Funktionen von p sind, auch 
wohl „Legendre'sche Polynome"; sie bilden nur einen Spezialfall der 
.jallgemeinea KugelfHnktionea", die Punktionen der heületi Polai- 
koordinaten & imd tp sind. 

Im vorliegenden Buche ist es indessen wohl nicht angezeigt, die 
Theorie der Kugelfunktionen noch ausführlicher zu behandeln. Die 
gegebene Entwicklung betrachten wir vorwiegend als wertvolle Übung, 
um im Differenzieren gewandt zu werden. 

267. Für viele Probleme, bei denen eine einzelne geradlinige 
Aie zu Gmnde liegt, hat man eine Funktion u aufzusuchen, welche 
neben der Zeit t nur die Entfernung p von der Axe enthält. Wählen 
wir als diese ausgezeichnete Axe die s-Axe des bisherigen Koordinaten- 
systems, so wird »•sin'9' = ^ zu setzen sein, und die Differential 
gleiehung (1) Art. 266 rechnet sich um auf: 

Wir suchen wie vorhin eine Lösung dieser Differentialgleichung 
in der Gestalt: 

(2) u = liT 

anzusetzen, wo R allein von p abhängt und T allein von i. Die 
Gleichung (1) nimmt hierbei die Form an: 

dQ^ Q de k dt 
Dividieren wir durch TtT und wenden das oben schon ausgeübte 
Schlufs verfahren an, so folgt: 

M dj" "^ qM de ~ IcT dt ~ ^ ' 
wo ft^ eine Konstante bedeutet. 
Hieraus folgt einerseits: 

-jT = — ^'^^ dt oder log T = — Ifi^t + c , 
wofür man auch sclu'eiben kann: 

(3) T=Oe-"'", 
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unter C eine willkürliche Konstante verstanden. Wir haben andrer- 
seits die Differentialgleichung zu lösen: 

(4) ^ + i^ + (.>B-0. 

Setzen wir hier ftp = x ein, so folgt: 

^ ■ <f.x^ ' se fix 

Dieser Gleichung Tcrauchen wir jetzt vermöge einer Funktion 
Ton der folgenden Gestalt zu genügen: 

M=l + Aa^ + Ba:^+Cx^ + Dx*' + Ex'' + ■■■. 

Dahei zeigt die Rechnung, dafs man die Koeffizienten A, C, .E, . . . 
der Potenzen mit ungeraden Exponenten gleich NuU zu setzen hat, 
und dafs in der That die Gleichung (5) durch die Eeihe: 

(6) ß - 1 - -gä + 2, . ^, - 2^-pTr + "2^"~45"- e= . 8' 

befriedigt wird. 

Diese wichtige Reihe, welche hereits hei Fourier auftritt, liefert 
uns eine sogenannte Bessel'sche Punktion, und zwar diejenige, welche 
gewöhnlich mit J,^{x) bezeichnet wird. Für niedere Werte von x 
sind Tafeln dieser Funktion berechnet. In li^J^i^Q) haben wir 
nun eine Lösrmg der Gleichung (4) und also in: 

eine solche der Gleichung (1). Bei den Anwendungen bedarf man 
gewöhnlieh solcher Lösungen der Gleichung (1), welche additiv aus 
verschiedenen Gliedern der Gestalt (7) aufgebaut sind. Die dabei 
eintretenden Werte von ,« und von C sind so zu bestimmen, dafs den 
jeweils vorliegenden Bedingungen genügt wird. 

268. Es sei jetzt eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 

(1) g + ^a + e!--» 

gegeben, in welcher F und Q Funktionen von x allein darstellen. 
Sind wir hier im Besitze einer partikulären LiJsung, die wir ■y = v{x) 
schreiben, so können wir auch die allgemeine Lösung angeben. 

Setzen wir nämHch y^v-u, so kommt: 

(2) •£+(^£+^")£-<'- 
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398 Satz vbei: die Löatmg der linearen Diffglii. 2. Ordnung. [III, 268 

Schreibt mau zur Äbkürzimg ■ = u, so liefert Gleichting (2) : 

oder '^^' +2^ + :Pdx = 0. 

Hieraus folgt durch lutegratiou: 

Iojvm' + logt?^ +fFdx = Coust 
Die Integration von Pdx iieiere J P dx — X ; alsdann folgt: 

(3) u = B + AJl,e~^dx. 

Es ergiebt sieb auf diese Art als aUgemeine Lösung der Gleichung (1) 

(4J if^ Bv + Av I ~e~^dx, 

wo Ä und B willkürliche Konstanten sind. 
Die Lösung der allgemeineren Gleichung: 

WO R eine beliebige Funktion von x ist, wahrend P und Q die schon 
in (1) aufti-etenden Punktionen sind, läfst sich, falle die allgemeine 
Lösung der Gleichung (1) bekannt ist, nach einer von Lagrange 
angegebenen Methode bewerkstelligen. Doch können wir hierauf nicht 
eingehen. 

Einfaches Beispiel. Eine Lösung der Differentialgleichung: 

-.-^ + a^^ = ist )/ = cos ax . 

Man bestimme die allgemeine Lösung. 

Hier ist P = 0, sodafs iPdx = X = zu setzen ist. Die ge- 
wünschte Lösung ist somit; 

y = B cos ax + A cos ax j — ^- — ; 

und da / — ^ - = - tang ax 

gilt, so kleidet sich diese allgemeine Lösung in die Gestalt: 
y = B cos ax + C sin ax . 
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Aufgalie 1. Wir finden durcli direkte Rechnung, dafs y = x"' 
eine Lösung der Differentialgleichung: 

rt'g + 3=tij-».(». + l)j,_0 

ist (vgl. Art. 266). Man zeige, dals die allgemeine Lösung ist: 

Aufgabe 2. Man findet durch Einsetzen in die Difi'erentia.l- 
gleichung, dafs «/ = e"^ eine Lösung Ton v--, -= a^y ist. Man zeige, 
dafs die allgemeine Lösung dieser Grleichung die folgende ist: 
■y = J.e"^ + Be'"". 
Aufgabe 3. Wir sahen in Art. 266, dafs u = .P^W ^^^^ Lösimg 
der dort angegebenen Legendre'achen Differentialgleichung ist. Man 
zeige, dafs die allgemeine Losung 

u = AP^iii) + BQ^iti) 
ist, wo ö^(/i) die folgende Bedeutung hat: 

ömW '^ '^mC*'^^*) "^^'■'1 ^^ KHgelfnnktion zweiter Art bezeichnet 

Aufgabe 4. Wir fanden oben, dafs Jq(x) eine Lösung der. 
Bessel'schen Differentialgleichui^^ (5) S. 397 ist. Man beweise, dafs 
sich die allgemeine Lösung in der Form AJ^(x) + SK^(x) darstellt, 
wobei Kq(x) so definiert ist: 

Kg{x) bezeichnet man als Bessel'sclie Funktion zweiter Art. 

269. Wärmeleitnng. Längs der Geraden AB in 
der Figur 106 stehe senkrecht zur Papierebene eine 
Ebene. Der rechts von dieser Ebene gelegene Raum 
sei von einer homogenen Substanz erfüllt, in welcher 
wir die Bewegung der Warme betrachten wollen. Dabei 
soll die Annahme gelten, dafs die Punkte jeder zur 
Ebene AB parallelen Ebene gleiche Temperatur haben. 
Letztere ist somit zu iigend einer Zeit t eine Funktion 
allein des Abstandes x der betreffenden Stelle von der 
Ebene ÄB-^ diese Punktion soll durch v bezeichnet 
werden. Da aber v neben w auch noch von der Zeit t 
abhängt, wird der Differentialquotient von v in Bezug 
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auf X durch -^ zu bezeichnen sein. Beziehen sich v und ^ auf 
die Ebene durch den Punkt P (siehe Fig. 106), so wird durch die 
Flächeneinheit dieser Ebene (Quadratcentimeter) in der Zeit dt die 
Wärmemenge —L-j-dt in der R ich tut i^ wachsender Werte x hin- 
durLbflipfsen Hierl ei bedeutet/ die alt, konstmt angenommene Lei- 
ti;ngsfahigkeit dei Substanz man kann / als die durch den Quadrat- 
lentimetei ■« ihr nd dei Zeiteinheit bindirchfiieisende Wärmemenge 

ansehen falls der lempeiituiibfall konstmt gleich 1 ist. 

Wir denken uns nun über PQ senkrecht zur Papierehene eine 
FHche vom Inhalt 1 errichtet und ein gleiches Flächenstück über 
TS in der nahe gelegenen Ebene mit dem Abstände x + z/a; von 
der Ebene AS Welches wird nun der Wärmeflüfs gegen TS sein? 
Wir müssen —hj—dt als Funktion von x auffassen und nennen die- 
selbe für den Äugenbhck f(x). Der zwischen beiden B'lächen stücken 
gelegene Raum über PTSQ erhält dann über PQ die Wannemenge 
f{x) in der Zeit dt und verliert über ST die Menge f(x -f- zJx). Ist 
^x ausreichend klein, so dürfen wir: 

f(,x + J.)^f(i:)-^..%f 

aehreiben, eine Gleichung, die für unendUch klein werdendes zlx 
genau zutrifft. 

Wir schliefsen hieraus, dafs der Znwachfi an Wärmemenge im 
fraglichen Raumteile während der Zeit dt gleich ist mit: 

-- ^x ^^}''^' ^-^x^(-k~ dt] ^h-^x- ~\ dt. 

Es ist nun das Volumen dieses Raumteilea gleich ^x, und wenn 
wir mit w die konstante Dichtigkeit der Substanz bezeichnen, so ist 
w ■ ^x die in jenem Bereiche enthaltene Masse. Es sei femer s die 
spezifische Wärme der Substanz, d. h. die Wärmemenge, welche der 
Masseneinheit der Substanz zugeführt werden mufs, um eine Tem- 
peraturerhöhung von 1" Celsius zu erzielen. Die Temperatur zunähme 
dv wird alsdann durch die Wärmemenge w ■ ^x ■ s ■ di> erzielt. Ist 
also dv die an der in Bede stehenden Stelle während der Zeit dt ein- 
tretende Erhöhui^ der Temperatur, so folgt: 

k ■ Jx ■ ■„— i dt = tc ■ z/a: • s ■ dv. 



Hieraus aber entspringt die Gleichung: 
^ ' 3.rä 7. ?f. 
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Dies ist die fandamentale Differentialgleichung der Wärmeleitm^. 
Eeichhaltige und vielseitige Entwicklungen bauen sich auf derselben 
auf. Übrigens kommen wir auf dem hier befolgten Wege aucb zu 
den grundlegenden Differentialgleichungen der elektrischen Leitung 
und der Hydrodynamik. 

Findet der Wärmeflufs nicht überall in der ßichtung der ir-Axe 
statt, so tritt an Stelle der Gleichung (1) die bereits in Art. 265 
behandelte Differentia^leichung: 

d^v d^v . d-'v _l dv 

Hierbei ist -^, d. h. der Quotient auß der Leitungsfähigkeit k und 
der Wärmekapazität tvs der Volumeneinheit, abgekürzt durch x be- 
zeichnet. Man nennt x auch wohl die Temperaturleitniigsfillligkeit 

der Substanz. 

Wir schreiben daraufhin aucb die Gleichung (1) kurz: 

270. Für diese Gleichung giebt es eine grofse Mannigfaltigkeit 
von Lösungen, von denen aber immer nur eine einem bestimmten 
Probleme Genüge leistet. Wir wollen z. B. die beschränkende An- 
nahme machen, dafs die mittlere Temperatur an jeder Stelle des 
in Figur 106 eingegrenzten Raumes gleich ist (es ist dabei gleich- 
gültig, wo wir den Niülpunkt der Temperaturskala annohmen, da es 
sich bei unseren Betrachtungen nur um Temperaturdi/feremen bandelt). 
Mit dieser Annahme in Übereinstimmung ist es, wenn wir femer 
Torscbi-eiben, dafs : 

(3) V = a ■ sin 2%nt = a sin qt 

als Gesetz der Tempera tu ränder ung för diejenige Grenzebene des 
betrachteten Baumes gilt, für welche x — ist. Dabei bedeutet 
n oder ^ die Anzahl der vollen periodischen Temperatur änderungen 
pro Sekunde. 

Eine solche Randbedingung liegt z, B. beim Gylinder einer 
Dampfmaschine vor. Soi^ältige Beobachtungen über die Temperatnr- 
seliwaiikuiigeii des Dampfes im schädlicheii Ranme eines Dampf- 
CJ'linders haben in der That das Ergebnis geliefert, dafs diese 
Schwankungen ausreichend genau einem einfachen harmonischen Ge- 
setze folgen; wir wollen demnach dies Gesetz als Grundlage für unsere 
Betrachtungen nehmen. Man köimte zwar der Allgemeinheit wegen 
irgend ein beliebiges periodisches Gesetz annehmen; denn man kann 

Perrj, Mhfte Analysia. 2S 
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jeden ver wickeiteren periodi sehen Aasdruek stets in einfache hai-- 
monisehe Funktionen zerlegen und so auch jeden komplizierteren 
Fall auf Grund unserer Überleg ui^en leicht behandeln. Beiiiek- 
sichtigen wir aber, wie verwickelt überhaupt die WänneTorgange in 
einem Dampfcylinder sind, so erscheint diese Annahme einer ein- 
fachen bannoniachen Temperaturänderung für die innere Waudfläche 
des Cylinders als eine annehmbare Grundlage unserer Betrachtungen. 

Obwohl nun die wirkliehe Änderung der Tempei-atur auf der 
Oberfläche des Metalles zweifellos kleiner ist, als die des Dampfes, 
so ist sie doch höchstwahrscheinlich der letzteren ungefähr propor- 
tional, aodafs wir a proportional der maximalen Differeuz der Darapf- 
temperatur setzen können. 

Wir nehmen jetzt keine Kiicksieht darauf, dafs das Wiisser im 
Cylindpp, an der Cylinderwandui^ und in den Höhlungen abwechselnd 
erhitzt und abgekühlt werden mufs. Diese Erwärmung und Abkühlung 
erfolgt mit einer aufs erord entliehen l^eschwindigkeit und stöi-t daher 
unsere Betrachtungen nicht. Aufserdem ist man bemüht, den Dampf 
möglichst trocken zu halten und das gebildete Wasser möglichst 
schnell zu entfernen. Aber auch abgesehen von diesem Einflüsse des 
Wassers erleichtert die Feuchtigkeitsschicht anf der Cylindei-fläche durch 
Lhr fortwähi'endes Verdampfen und Kondensieren das Ein- und Aus- 
strömen der Wärme; damit nähern sich die Temperatui'sch wankungen 
im Metall denjenigen des Dampfes, wodurch o, vergröfsei't wird. 

Unser n bedeutet die Zahl der Umdrehungen der Maschine pro 
Sekunde. 

Wenn wir dieses Problem weiter vei-folgen, so finden wir, dai's 
der Wert Yon v für jeden einzelnen Funkt und für die einzelnen 
Zeitmomente durch den Ausdruck (2) des Artikels 260 gegeben ist: 

(4) V = ae ' fiui\2%nt — xy ^-y 

Diese Lösung gilt eigentlich nur- für eine unbegi-enzte Metall- 
masse mit einer ebenen Oberfläche; sie trifft aber nahenings weise zu 
für die Wandung eines dicken Oylinders, dessen Aufsenseite die Tem- 
peratur NuU hat. Hat dagegen die Aufsenseite eine Temperatur v 
und ist h die endliche Dicke des MetaUes, so müssen wir zu dem 
Ausdruck (4) noch ein Glied x addieren. Dies zeigt uns den Ein- 
flnfs eines Dampfmantels, soweit die Wärmete'^w«^ in Frage kommt. 
Der Dampfmantel verringert aber aufserdem auch den Wert von a. 

Wir wollen nun den Ausdruck (4) in der Form, wie wir ihn 
eben geschrieben haben, noch etwas eingehender diskutieren. An 
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ii^end einem Punkte mnerhalb der Wandui^, in einer Tiefe x, er- 
folgt ein einfaelies harmonisches Steigen und Fallen der Temperatur 
bei jeder Umdrehung der Maschine; aber die Schwankungen werden 
kleiner und kleiaer, je tiefer wu- in die Wandung eindringen; dabei 
bleibt zugleich die Phase der Temperaturschwankung gegenüber der 
an der Oberfläche immer mehr zurück. 

Dies ist genau dieselbe Erscheinung, welche auch bei den im 
Craigleith- Steinbruch zu Edinburgh in die Erde eingegrabenen Ther- 
mometern beobachtet wurde. Die Tempemturschwantungen ej^aben 
dabei erstrCns eine 24 stündige und zweitens eine jälirliehe Periode. 
Die jährlichen penodi&chen Si.hwankun^en d,l=( Mittelwerte aus einer 
18jährigen Beobachtung sind m tolgendei Tabelle angegeben. 



liefe dei Thermo 

metei nntPr Ei 1 

Oberfläche 

m Metem 


GrölBte jährh(,he 

Tempel atur 

DifierenE 

" Gelsiua 


Tag dei höchsten 
lemperatur 


915 


S9-) 


14 August 


lS2i 


1 S^ 


2t. August 


5n 


47 


17 Sept 


7,.j 


1,\ 


T. Not. 



Die Thermometer zu Calton Hill (Edinburgh) in 7,3 m Tiefe unter 
der Erdoberfläche zeigten ein Temperaturmaximum am 6. Januar. 

Nun wollen wir unter Rückkehr zum voraufgehenden Beispiel 
aua (4) ermitteln, wie viel Wärme durch 1 qem Fläche fliefst, d. h. 
wir wollen — - ^' ~- für jeden beliebigen Augenblick bestimmen. Wir 



setzen T/— = «; dann wird; 

^- = — uae-"^ wü.{^i%nt — ax) — aae-"" cos {2xnt — ax). 

l"ür .r =- 0, d. h. für die innere Oberfläche des Cylindere, ergiebt 
sich dann nach Multiplikation mit — k: 

(-k^) _ = + laa {sin 2xtii+ cos 2nnt\ 
oder 

Dieser Ausdruck ist positiv für eine halbe Umdrehung, während 
welcher Wärme in das Metall hineinfliefst, negativ für die folgende 
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halbe Umdrehung, wo die Wärme aus dem Metall heran Bströmt. Wir 
wollen nun untersuchen, wie viel Wärme hineiiiäiefst ; die gesamte 
ausströmende Wärme hat natürlich denselben Wert. 

Wir integrieren zu dem Zwecke den obigen Ausdruck für eine 
halbe Periode und erhalten, indem wir - =t setzen: 

Uay-Z j S\n2%nt ■ dt = kaa-\/2 ■ ^ = a]/^'. 

Das heifst: die fluktuierende Wärmemenge ist proportional der maxi- 
malen Temperaturdifferenz und umgekehrt proportional der Quadrat- 
wurzel aus der Tourenzahl. 

Wir haben damit ein ziemlich einfaches, mathematisch formu- 
liertes Resultat erhalten, und der Leser mag sich nun überlegen, 
wie CS auf ein technisches Problem angewendet werden kann. Ob- 
wohl in Wirklichkeit die Vorgänge viel komplizierter sind, so liefert 
Tins doch die Gleichung eine anger^erte Kenntnis derselben. Ab- 
gesehen davon, dafs sich der Verlust an latenter Dampfwärme durch 
einen Dampf mantel und die damit erreichte Trockenhaltung der 
Cy lind er Wandung herabdrücken läfst, erkennen wir, dafs der Verlust 
an Wärme durch Leitung proportional der Temperatur Schwankung 
des Dampfes und der beim Abschlufs der Dampf einatrömung expo- 
nierten Cylinderoberfläche und umgekehrt proportional der Quadrat- 
wurzel aus der Tourenzahl ist. 

Ein Mittel, welches wahrscheinlich mehr als jedes andere den 
Verlust Ten-ingorn würde, besteht in der Vermengung des Dampfes 
mit etwas Luft oder Leuchtgas oder mit irgend einem anderen Gase 
welches weniger leicht kondensiert, wie der Waaserdampf 

Wenn wir nicht blofs das erste Glied der Fourier'schen Reihe 
benutzen, sondern mehrere derselben, so kommen wir zu dem Re- 
sultate, dafs die im DampfcyUnder hei einem Hube verlorene Wärme- 
menge gleich ist mit; 



{T.'T,)[i + -,)^-- 



Dabei bedeutet 2"-, die Anfangs temper atur des Friachdampfes, T^ 
die Temperatur des Hinterdampfea, r den Füllungsgrad, n die Um- 
drehungszahl pro Minute und A die Kolbenfläche; h und c sind Kon- 
stanten, deren Wert für jede Dampfmaschinentype besonders bestimmt 
werden muss, und die anfserdem Ton den Vorkehrungen zur Trocken- 
haltung des Dampfes und zur Heizung des Mantels abhängen. 



y Google 



HI. 271] Integraltabelle. 



271. Es wird für den Lernenden /weckmafsig bem, ■wenn (i stets 
eine möglichst Tollstäadige Integpaltabelle zur Hand hat Besonders 
nützlich würde es sein, wenn er sich für seinen eij^enen Gehianch 
eine derartige Tabelle selber anlegen wurde, aber ich habe gefunden, 
dafs sie gewöhnlich verloren geht, wenn man ^le nicht in em Nai'h 
sehlagebueh eingebunden hat. Wir drucken deswegen eint' solche 
Tabelle hier ab. Wiederholungen waren dabei unvermeidlich. 



Tabelle der wichtigsten Integrale. 

9. I tang x-secx ■dx = sec x. 

10. j seo^ X ■ dx ~ tang x. 

11, / eosec^a;'rf3; = — cotanga;. 
Iz. I — , - =^ — tang ax. 

13, / . , - = — -cotaiigH.T. 

14. / —=_*-.. = arc ain - ■ 

7. ( cotanga:'(?3;=log(sina:). 15. / -j j^ = — are tang — ■ 

8. / ian.f'x-dx=—\o3;(cosx). 16. / — --"L^- =• — arc sec — • 

17. / (iüsh ax ■ dx — — sinhffx*). 

■^ In den Formeln 17 Iiis 23 haben wir die Bezeithmingen der sogenannten 
hyperbolisehen Funktionen gebraucht; 



-•/- 


■dx- 


1 


x'-'+K 


Kfi 


■dai- 


= log a-. 




;,/V 


■dx- 


.,.. 




./. 


■dx- 


1 




,,jc„ 


s mz ■ 


dx^-^ 


- sinm^c. 


''■f- 


imx-ci 


ix=-~ 


- nosmx. 



siiili^ = H^-"-« 


^), '^«^ech^^^.^j^-^. 


coah X = J, {e^+ «' 




sink X 


s^^ _|_ 1 tangh 0^ 



Analog setzen wir, falls y i= sink x ist, uiagekchrt x = arc sink y. 
Die folgenden Formeln wird man danack leicht beweisen: 
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18. / siiih ax ■ dx = — cosli ax. 
l!l. / sech^ ax ■ ilx = - ■ tangh ax. 

sinh (a -|- &) .^^ sinh a eosk b -f- cosli a sinli b, 
cosh (ffi -J- &) = cosh a cOBh & -|- büiIi n Bint b, 
sinh (a ^ &) = sinh a cosh 6 — coali a ainh 6, 
cosh (ffi — ^ ö) ^ eosh a cosh i — sinli a sinh 6, 
sinh 3 a ^ 2 sinh o ■ cosh «, 
cosh 2o ^ cosh^ a -|- sinh' a = 2 coah* a — 1, 
= 2Binh' a + I, 

Wir aehmen an, dafs die imaginäre Einheit * =■ Y~~^ ^^^ EaclinungB- 
i-egeln der reellen Zahlen folgt, wobei inshesondere i"^ — 1, i'= — i, i^n^i,^ 
i'^^i, , , . zutrifft. Wir können alsdann eine „komplexe Zahl" a-^ib in die 
Gestalt setzen : 

„ + i6 = ,.(eoBÖ + iainö), 

wobei die Gleichungen gelten: 

r' = «= + &\ tangö—''-- 

( leicht, die «'- Wtirael aus der 



..,.(„ 



4). 



können aber in dieser Formel noch & 
mehi'en. Hierbei entspringen im ganzen » 
aus a + ib (cf. Art. 234). 

Ferner bestellen die Formeln ; 



so gilt für den natürlichen Logarithmus von s: 

log 3 = log 1- -|- i* = i log (a' -\-b^)-\-i arc tang — ■ 
Dieser Ausdruck ist unendlich vieldeutig, da der Weit arc t*ng — um beliebigt 
Vielfache von 2^ vermehrt werden kann. Diese Vieldeutigkeit entspricht um- 
gekehrt der Formel e^'"" = 1, wo fe eine beliebige ganze Zahl ist. 



cosh X = cos ix, sinh cc^ ^ / s 
Man zeige, dafs, wenn man in: 

)( = arc sinh x oder x ^ i (e" 
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20. j cosccii^ ax ■ äx '= — ■■ ■ cotangh ax. 

21. / ,_ ^. - = arc sinli — = los f X + Vx^ + «^ 1 ■ 

J ya^ 4-3-5 a 6 i > r 1 J 

22. / _ = arecosh — = logja; 4- 1/3;' — ffl^j. 

23. / -= j = - - are tangli — = -x— log -^ ' 

J a — X a a ia a — x 

CR C <l'^ ■ x — a C dx 1 . x — a 

25. I -— = arcsm , I — ; ---r^:— = — arcsm — - ■ 

Jy^ax—x^ " ' J xY'iax-a'' « « 

26. / Ya^ — x^ ■ dx =^ j X Ya^ — x^ + \a^ arc sin — ■ 

27. / yx^+a^-(lx = ^xyx^+a^+^a^lng{x+yx'^+a:^). 

für M positive Werte einsetzt, die Gleichung gilt: 

und dals tlem entsprechend zutrifft; 

u = arc einh .r == log (« -|- ]/l +"^). 
-Analog gelten die Formeln; 

arc cüali x = log {x + Yx^'^'i), 
arc tangh x ^ ^ log - - , 

arc sech x = log {-^ + j/^ — 1_ j , 

arc cosech x = log / -^ + "|/^, + l) . 
Man vergleiche noch die folgenden Formeln ; 

f ■ ll^ = arc sin x, f -^— = arc"sinh x = log (x + Vi + x'-), 

j yi — x^ J yi + X- 

/-- . _ ^ arc cosli « = log (;k + y«' ~ 1) , 
j/a:^— 1 

r dx , r (ia^ , , , 1 1 + ^ 
I -^ ^ arc tiing x, j ^ ^ uro tangh x --= ^ log ■ 
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28. / Yx^ — a^ ■ dx ^^ xYx^--a^ — ja^log {x~\-Yx^—a^}. 

(,„ /' dK 1 • n j 1 « 

29. I — -^=- -„ = — ^ arc sm — oder = — arccos — 

30. / --=.-^.r^ = — log —. 

I -^ yä^~±x^ ■ dx = YäF±x^ - a log " + ^"' t^' ■ 
/ - ■ yx^ — «^ • dx'^ yx^ ~a- — a arc cos — ■ 

35. / a^y^^ "fl^ • da: = I "[/(a:^ ± a^)^ 

36. J xYö^^x' ■ dx ^ - ^y~(ä'''-~x^^ 

37. 1 l/2«a: — a;^ ■ f/x = '^ , "y'Sa.r — 3:^+ "- arc sin ■ 

40. / ]/-[ +-1 • fte - ai« sia I - yr- a;'. 

41. J l/^l J-J ■ ilx -y(x + ci) (x + C) 

+ (o - !)) log (ya: + II + /»: + (-)■ 

42. / a;"'~^(a + öx")'. rfx. 

Wir unterscheiden bei diesem Integral drei Fälle; 
1) Ist — eine positive ganze Zahl, so entwickele man (^a-i-hx")^ 
binomisch, mnltipliziere mit x'"~'(ix und integriere gliedweise. 
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m. 271] Integraltabelle. 409 

2) Mau substituiere a+bx" ^y^. 

3) Falls die eben genannte Substitution auf unüberKichtliche 
ßechnungen führt, ao verauclie man die Substitution ax"" -\- b -^ y 
(mznwenden; doch gelangt man auch dann nicht in jedem Falle zu 
einfachen Verhältnissen. 

43. / are sin x • dx ^ a: atc sin x + yi~ icl 

44. / X log X ■ äx = Y (log ^ ~ ä)- 

45. I xpf-dx=--e'"'(x )■ 

46. / afe""^ • dx ^ — afe°-^ ~ ~ I ^"^^"^ ■ d^- 

Man beachte genau dieses erste Beispiel einer Recursionsformel, 
welche dazu dient, den Exponenten n Schritt fttr Schritt zu reduzieren. 

*''■ ,/S "'■^ ^ ^ m - 1 /- 1 + m -iJ-^Zi '^^■ 

48. / e"^ log3; ■ dx-= - e"^ logz / — dx. 

49, ( — = j log - _ . - = log cotangl — --)" 

^^- J ^x^^°^^'^^i" 

-, l dx 2 . * ^2 ^ , 

^ yb-^taug J + y6 + ., 

=-= ...j. log--— ^■-- , wo a <.h. 

yh' — a' yfc_rt tang-|- — yö + ß' 



■ (^a; = - 



e^^ cos aa; - (?a; - 



,3. /, 

>4. I sin" a: - (?a: = i ( s 
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I' dx coB^ 11 — 2 /* dx 

I gn.t g[jji) ^.^x = ~y_ -ä sin"-^ir(asiiia; — w coBie) 

sin nx ■ dx = 



57 *), / sin iftx ■ sin nx ■ dx = '^o/"'_ ''•, — "^v~~^' "^ " 

58. / cos mx -oosrix-da: = — ^7 f — |- ■ .; "j" ■; ■ 

t/ ^v"- — "J ^ U" T "-; 

~{, C - , coB{Hi + «)3; cOBfm — m), 
oy. f sin mx • cos «a; ■ öx = ^7 — p — r 7— — {- 

60. ( %-n^nx-dx = \x — -^ ainSwa;. 

61. / tQs''nx- dx = -- a'm^nx + y^^- 

62**). iBmmx-smnx-dx = 0. 

63. / eos mx ■ eos nx-dx = 0. 

64. / sin-raa; • dx =" "n j / c 

65. / äinma: ■ cos7ix ■ dx = 0. 

66. ( sin mx ■ cos nx ■ dx = 0, fall* 



/ cos^nx ■ dx ^ ^ ■ 



a folgenden Formeln 



«_co.(m-..)i + (!o.(.«+»)i! 
I_. in (■. + ,)! + . in («-.)«, 
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j sm]}tx ■ coänx ■ (Ix ^ —^-^ — 5, falls vi — n ungerade ist. 



i8. /si: 

/ COS'" X ■ ^mx ■ Ox = • 



68. / siii'"a; ■ aosx • äx = 
69. 



Hiernach kann irgend eine ungerade Potenz von cos x oder eiiie 
ebensolche Potenz TOn siua; leicht integriert werden. Wir schreiben: 

cos^^+^a: = (1 — sin^a;)" cosx 
bezw. ain^" + ^a; = (1 — eos^a:)" sina:, 

entwickeln binomisch und integrieren nach 68 resp. 69 gliedweise. 
Analog kann man sin^ar ■ cos'a; integrieren, falls entweder p oder 
g ungerade ist. 

70. \ x'" sinx ■ dx = — x'" ooaa-' + m 1 a*"'~' cosa; • dx. 

71. I X'" eosic ■ dx = x"' sina: — m j x'"-^ sina: ■ dx. 

72. / -^^ ■ dx = — -- _ ^ "'^^^ + --_- ^ / -^^j dx . 

/cos« , 1 cosa^ 1 f'ünx , 

— — ■ dx= — ■■_ -^^7 — -, __., i ^^i dx. 

74, Aang" x-dx^ —~~^ " ' - /(taug x)"-' ■ dx . 

„- /■„ . , ^'' + ^arc3m^ 1 ß^+'dx 
7o. I a:"arcama; ■ da: = - -- -.— , - .-^ I - . ■ 

i t). f X" arc tang x ■ dx ^ . ° ■ -^rv / "rq^ s * 

77 / — ,-, — -;- j = •-: — - ft'-ctjuig - -^'^-J^— falls 4f(c>&^ 

= 7 7i^"~ - log ■- -'■; ■ , falls 4«<!<Ö^ 

Ist X = n + 6a: + cä^ und q ^ 4flr — Zj^, so gilt: 
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J 1/(0!-») (6^1.) I**-« 

84. 1 --^— -^^^^^^^^^= -;^ aresm 1/'^- -r 

C dx 1 . ya^-i-^ — a 

"■'■ /viq; S+ e.. ^ w '°^ ("" + ^' + 1^<'' + '■' + '■-■)) ■ 

88. r -„-"Ä.-^^-i.re.iB^-i.. 
jT/o + Si-ra" 1/5 1/4BC+6- 

89. - - -^ ^ - — entwickelt man in die Summe : 
y^ + bn + eit' 

acV-HTja,-!:««' 2« i/,. + 6i+«'' 

worauf die einzelnen Glieder leicht integriert werden können. 

90. Irgend ein Integral von der Form: 



./; 



n + sii^^ + by 

wo P, Q, R, S ganze rationale Funktionen Yon x sind, kann durch 
Einführnng der neuen Variabein v vermöge der Subtitution ax + b^V 
auf rationale Gfestalt transformiert werden. 

91. Irgend ein Integral von der Gestalt; 



J ji + syu 



R + syu 

U= a -}- hx -{■ cx^ ist, kann' durch Einführung einer neuen Varia- 
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Quadriertes Papier 7, 8. 

Quirl 165. 

Quotient, Differential-Q. 24, 32, 306, 
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Selbstinduktion einer Drahtschleife 157. 
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sin X, Differentiation 313. 
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Spirale, Arehimediaclie 343. 

— , lijperlioliBclie 344. 

— , logariitimische 341, 3ii. 
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150. 
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Stange, Trägheitsmoment einer S, 98. 
Starre Körper 71. 
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Stimmgabel 264. 
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tanga;, Differentiation 313. 

Taylorache Eeihe 360. 

Temperatur 150. 

— , absolute T. 170. 

— in der Erde 403. 
Temperaturleitungsfähigkeit 401, 
Thermodynamik 48, 158, 165—178. 
Torsion 207. 
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Trägheitsmoment 94, 
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Unabhängige Veränderliche, mehrere u.V. 
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W armeleitung 399, 
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Wattmeter 239. 
Watts Gradfähnmg lü. 
WeehselBtromgeneratot 206. 
WecltBelatronigenetatoren in Parallel- u. 

in Beihenscbaltung 295, 296. 
Wechselstromgesetze 218 238 274 
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